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Limites/Derivadas/Noções de integral, da coleção Fundamentos 
de Matemática Elementar. 
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ЛЫШ И — Funções 


5 ее? > (до%)(х) = gfo)) = 2(х— 1) + 12 2x- 1 
x € A= (1,2, 3); temos: 

х= 1, (gof(x%=2:1-1=1 

x = 2,(gofjfx) =2:2-1=3 

x = 3, (80f)(x) =2-3-1=5 

Portanto: ((1, 1), (2, 3), (3, 5). 


5. f(x) = xŠ 
gx) = x+ 1 
(go fx) = g(f(x)) = x3 + 1 
(fog)(x) = Кеб) = (x + 1) 


(fof)(x) = (x3? = x? 
(Eogx) = (x+ 1) + 1=Х + 2 


6 f(x) = x + 2 
gx) = х2 
h(x) = 2* 


Obtemos, inicialmente, g(f(x)) = (x + 2)?. 
Então: h[g(f(x))] = 24 + 22, 

Obtemos, inicialmente, g(h(x)) = (2*)2 = 2, 
Então: f[g(ho9)] = 22 + 2. 


ü a) Fo) = |x2 + 1] 
x + 1 — |x2 + 1| = f(x) = x2 + 1 e g(x) = lx 
g 


b) F(x) = sen (X? + 4) 


ХР 4 — sen (х2 + 4) => f(x) = х2 + 4 e р(х) = sen х 
9 


с) F(x) = tg xŠ 
x — X? — tg x? > f(x) = x° e вх) = tgx 
g 


d) F(x) = tg? x 


хах tg? x = f(x) = tg x e gl) = x? 
g 
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e) F(x) = 2°°5Х 
Х x COS X — 2%5X = f(x) = cos x e g(x) = 2* 
g 


f) F(x) = sen Зх 
рани 3* fx) = 3* e р(х) = sen x 
9 


8. F(x) = cos 2X + 3 
X PS „ 2%+3 | 00527" 3 > f(x) = x + 3, g(x) = 2* e h(x) = cos x 
g 
9. a) f-1(x) = ((a', a), (b', b), (с', ©} 
b) 


||] \ | 


A 


g é funcáo g ! пао é funcáo 
g nào é inversível 
c) hx) = 1 — 5x & у = 1 — 5x é bijetora. 
Trocando as variáveis х рог y e isolando у, vem: 


= X ve ЦИЕ X 
Б = h (x) — 


(х) = xX? — 2 @ y = xŠ — 2 é bijetora. 

Trocando as variáveis x por y e isolando y, vem: 

х=уз— 2—y= x+ 2=> i (x) = Vx + 2. 

e) jx) : R- — R,,jx) = X? e у = х2 é bijetora. 

Trocando as variáveis x por y e isolando y, vem: 

х= у2 5 y = +Vx. 

Mas, сото јх) : R, — R_, епідој-Ҷх) = —Vx. 
1 


f) рр) = = у = 2 6 bijetora. 


Х-1-5у-эу- X 


= 


Trocando ав variáveis x por y, у ја fica isolado е, nesse caso, temos 


у= = = р(х) = p 109. 


x, x x 1 (1) 


1 1«x«3() 


х2—7,х> 3 (3) 


10. f(x) = 
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(1) у= x x< 1 
_ х+1 1-1 .Хх-1 3-1 
(2)у- 2 ххк 3-2 <— ЭГ 10 => 1<у=2 
Trocando ав variáveis e isolando у, vem: 
х= oy=2x-1,1<x=2. 


(3) y=X2-7,x>3>x2>9>x-7>9-T7>y>2 
Trocando as variáveis e isolando y, vem: 
x=yY-Teoy=vVx+7,x>2. 

х, sex<1 
х) = 4 2x— 1, sel<x=2 

Vx + 7, sex> 2 


11. Қ) = 2x— 3 > #4) = X 2 2 


gx = Vx — 1 = рх) = xŠ + 1 


3 
(g-1of-909 = 8-ЧГ-Цх)) = | 5 з) + 1 = 790+ 21х + 35 


12. f : R* — R, f(x) = log Vx <> y = log Vx 
Trocando as variáveis e isolando y, vem: 
х = log Vy < 10*= Му 6 102 = y > Hx) = 102, 


Рае T|, Е 25 = 2. 
13. | zz] [—1, 1], f(x) зеп > <> у = sen 5 
Trocando ав variáveis e isolando у, vem: 

x= ѕеп + 2 = arc sen x с» у = 2 arc sen x 


f (x) = 2 arc sen x 


CAPÍTULO — Limite 


15. |х) — 5| < 0,01 > |3x + 2 – 5| < 0,01 > єє. 
ө |3x – 3| < 0,012 3 : |x — 1| < 0,01 e |x – š 
Portanto: O < ó < I 


16. |5 – 2x — 9| < 0,001 > |-2x – 4| < 0,001 > 
e 2|-x- 2| < 0,001 > |-x - 21 < 0,0005 
Portanto: O « 8 = 0,0005. 
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e= RAD. 
17. = = Аад 
|х-1+2|< 0,016 |х + 1| < 0,01 


Portanto: O < ò = 0,01. 


9х2 4 _ (3х + 2)(3х — 2) 


18. f) = 32 3x2 = Зх + 2 
|8x + 2 — 4| < 0,0001 > |3x – 2| < 0,0001 > 
2 2 0,0001 
e3 -k= 2 < 0,0001 6  - 21 «0000. 
Portanto: O < ё = — 


20. a) lim (4x— 1)=7 


xim 
Devemos demonstrar que: 
Ve>0,35>0|0<lIx- 2|<85 =» l(4x – 1) - 7| «e. 


Temos: 

(4x—-1)-7|«eelx-8|«eeA4l-2|l «see 
Е 

e |х - 21 7. 


у £ 
Assim, sendo 8 — T vem: 


Уе»0,38-410«|-2/«8-1-2|«2-4х-2Ї«єэ 
= |4x – 8| Се = |(4x – 1) – 7| Се. 
b) lim (4 2х) = —2 
cs 
Devemos demonstrar que: 
Ve>0,38>0|0 < |x- 3| «825|4-2x + 2| Се. 
Temos: 
(4 — 2x) + 2| «єє |6 — 2x| «єє 2|3 — х «ee 
Е 


e2k-3l«eelk-3 «75 


: £ 
Assim, sendo 8 — > vem: 


Ує> 0,48 =--|0<[х—3|<8=[х—3|<-у=2х-3|<є= 
= 2|3 — x| < £ = |6 — 2x| Се = |(4 — 2x) + 2| Се. 
с) lim (3x-2)=-5 
x—-1 
Devemos demonstrar que: 
Уе > 0,38>ОЈО<|х + 1] <5 = (Зх — 2) + 5| Се. 
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Temos: : 
(3х – 2) + 5| «ee|3x-3| < e= 3|x + 1| <£ e |x + 1| “р 
Assim, sendo 8 = ET vem: 


ve>0,38=5|0<Ix+ ja si 1| Се 
> |3x + 3| Се = |(3x – 2) + 5| Се. 


22. a) lim x? = 4 


х-2 

Devemos ргомаг que: 
Ve>0,38>0|0 < |x- 2| <8 >= lx? — 4| «e. 
Temos: 

|2— 4| сє--є«с3 -4-6є-4-є6«хХ2-4-46. 


Suponhamos que o valor de 8 que queremos encontrar seja me- 

nor ou igual a 2, isto é: 

0</х- 218=2=/- 2 <25-2<х-2<250<х<4. 
| e = Е, ѕе0 <£ <4 1 

Sendo 2' > O tal que e A, sees 4 temos: 

4—g<4—g'<x2<4+g'<4+g=0<4-g' <xX2 <4+е = 


>V4-e'<ll<v4+e = N4 — е < x< N4 + е = 


Х-21-14-46-2 
—5Y4—g-2«x-2«wN4-g-2241e 
Ix-2|«2-N4- е 


Notando que: 
О0-14-46-2-12-44-е < 2,temos: 
рага todo e > 0,38 = V4 + £' — 2 > 0, 
о. 
em qUe lO ce «466624 
tal que O < |x — 2] < 8 = |х2 – 4| < e. 
De fato: 
O«l|lx-2]«82|x-2| < ү4+ е –- 2 
= 14-6 2<2- {4+ е <х- 2 < 44+ -2> 
= \4—є'—2<х-2<\ү4+є'—2 ә 
= М—е <x<V4+e 54-е с <4+е = 
= —g' < x2 — 4 < £' = |x? – 41! < £' =< £. 
b) lim (x° + 1) = 10 
Х=== 
Devemos demonstrar que: 
Ve>0,35>0]|0<lx+ 3] <8 = [(х2 + 1) - 10| Се. 
Notemos que: 
| 2 + 1) — 10| < e => |2 — 9| < £ = —< < xX — 9 <£ > 
=9-—g<x <9+e. 
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Suponhamos que o valor de 8 que queremos encontrar зеја те- 
nor ou igual a 3, isto é: 
О<|+3]|<5<3=|+ 3| x 32 -3«x* 3«32 -6 «x«0O. 
Sendoe' > Otal дие e' = £seO <£ < 9ou0 Се' < 9 seg > 9,temos: 
9-є«9-єЄ«хХ -9-Є«946-0-9-єЄ«х2-9-6-» 
= Јо "< «94-6-э-19-6-х--49-6- 
a m a 
Notando que 

O0 «N9 + £'— 3 <3 – N9 — e' < 3, decorre que, para todo e > O, existe 
6—N9- e£ —3emquee' = e£seO << 90u0 Се' <95еғ > 9,tal que: 
O«l|lx-3| сзе |х+ 3] «N9-e2-32o 

> 3—7/9+2 <х+3<ү9 +6 - 3 <3 – 9 – ғ 
53-9 +2 <х+3<3 – ү9 – ғ > 

=> — МО + £g' < x< —М9 — 2 = 9 — 6 < 2 < 9 + е > 

= —g' < x2 + 9 се = |2 + 9] Се < е. 

lim (1—x2)2-3 

х-2 

Devemos ргомаг que: 
Ve>0,38>0|0<| - 2]<8 = l(1 – х2) + 3| <e. 
Notemos que: 

(1 — x2) + 3| Се 2 |4 — x2| Се so |х2 — 4| < £ = 

=> –ЕСх—А сео 4— g <x2 <4 + е, 

Sendo 2' > O, tal que se O < 2 < 4, então e' = £ ou se ғ = 4 então 
О < є' < 4, temos: 
4-є«4-Є«Х244-6«4-6є6-э0-4-6«Х2-4-6-» 


=>V4-e < |х| < 44 + ғ 5 V4—g' <x<v4+e = 


х— 21 <ү4+ е – 2 
>V4-e-2<x-2<vV4+ge'-2>]e 
Х-2|-2-14-6 


Notando que 0 < V4 +2' — 2 < 2 — МА — e', vem: 
рагатодое > 0,938 = 74 + g' —2,emqueg' =£gse0 «e£ < 40и 
O<e'<4see => 4, tal que O < |x — 2| < è > lx? — 4| «ee 
© |4 — x2| < z. 

De fato: 

O«lx-2|«82l|lx-2] «N4A*2£-22o 
—5Y4-eg-2«2-Y4*eg «x-2«Nace -2> 
=>V4-8e -2<x-2<V4+g'-2> 

ОМА е СХСМА+Е =>4-e<x<4+e > 


= € < x2 — 4 се' = |x2 — 4 се o |4 — ха] <e < Е. 
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lim =° 
x= 71 X23 


Devemos provar que: 


Ve» 0,38» 0|0 « к 11 «8 [4 - 2| «є. 

Notemos que: 

s —-2|<еэ-є<убу-2<еэ2-е< 5 «2-6. 
х-2 х-2 х+2 


Considerando £' > O, tal que є' = e se 0 Се < 2 000 <е' < 2 se 
g = 2, temos: 


6 
2-652-8 <-—5<2+852+Е5 
Е i 1 x+2 1 
= 0 < 2 = е < 15 <2+Е 55 D G >з ә 
6 6 
^5 ">Х+2> ои >> E 32x-1?5,Tv 32 
к= 1| 526, 
i -Зє! 2-6 
=> ->=Х- 1> - => 
2 2+€ Зе' 
x= 1l <> 
Зе' Зе' | 3 
Notando que 0 < 5777 > para todo e > 0,36 = 57 70, 
em que e' – g,se О Се < 3 ou 0 <2' < 3, se e = 3, tal que 
0«1-1«8-| 2 - 2 <е 
De fato: 
бере е вее з 
2-6 
—3e' Зе' Зе' 
Sd E TE 
— Зе' Зе' 6 
Sapo A TAE STADE 3<х+2<5 E 3s 
6 6 1 х+2 1 
ОЕ a rer ri 6 “asa > 
—2-zg'« 15 <2+Е = e < T2 2-6- 
| б 2|< 42 
pd cm о. 
lim XT4 _ 
x—2X— 1 
Devemos provar que: 
Үе»0,38-010-|-2 2| «8 S [E де 
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Notemos que: 

prá +2 _ 4| х+2 Х 

x= —1 X] 
EM £' > O, tal Que є'= gse 0 < g < 4ou 0 Се' < 4 se 
g = 4, temos: 


4-є<а4-є<%#<4+е<4+е=э 
зө дэвж lie 
x= í 
Considerando ainda que: 
x+2 х-1-3 х-1 S 3 
х-1 x-1 “SA Ge A a 
0-4-є-« 2 +1<4+e'>3-e' < ° < 3 + £" = 
х= 1 x == 1: 
1 x= 1 1 3 3 
"as Ca 3.2... * dao 
3 3 e' e 
пат а и sida Гэ їе Ба» = 
e' 
SAR 
> je 
e' 
х—2|< зүр 
шини < 4 >: temos que para todo e > 0, 
38-20 > 0emqueeg' = 2,52 О Се < Д0и0<е' < 4,52 Е = 4, 
tal que: ока «вэ los 
De fato: 
£ 
O<k-2<ô=>k-2<575> 
! e' e' 
aa O CSS ma ГЭЖ 
-6! e 
> po ти grp 1<x-2<s— 1= 
З - ie 3 1 24-1. 1 
Ed T Т^ 3-5 73-56 З 3-5 7 
сарај ки Гы 2 +1<4+eg' > 
x= 1 X = L 
: х7 | IO XEM. : 
= 4 = ë 23 4 4 < е > 
e M 
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26. lim ХЗ = 1 
х— 71 
Devemos ргомаг que: 
Ve>0,38>0|0< |x- 1| <£ = |x- 1|< e. 
Notemos que x3 — 1] < e –е < х3 – 1 <е=5 1 #<х3 < 1 + е. 
Suponhamos que 6 = 1: 
O«lx-1|l«8«12ol-1|l«12o-1-«x-1-«12 
=> 0 <х < 2е, ѕепдо г' »OtalqueseO СЕ < 1,2' = ғои see = 1, 
então O < є' < 1, temos: 
1–—е<1—еЕ << ]1+Ее 1 +2650 < 1 е с <1 + £' > 
э Ү1-е х 1063 


А А k=1<Vi+e -41 
>avi-e-1<x-1<V1+e'-1>le 
k-1|]«1-Y1- e 


Notando que 0 < 1 — Š 1-6 < }1 + е — 1 < 1,temos que para 
todo e > 0,38 = 1 — 41 = е", ет que е' = е, se 0 Се < 1 ou 
O<e'<1see=> 1,talque O < |x — 1| «8 > bà — 1| < e. 

De fato: 

о јк=— Цеве јк-— 1 <1=VY1=8= 

= Те -=1<x-=1<1=VM-=e <Vi+e = 1 

= е = тек-— е е = 

э е <x< а Е 1 36 1 ЕЕ 


= —g' < xš — 1 <е' |3 — 1| < е < е, 


(Т) 


28. a) іт (4хХ2—7х+5)=4-12—-7-1+5=2 
ш 
2 

b) im 68 – 2х2 - 4х +з) 18-2-(-19-4-(-1)1-3-4 
NU 

o mm 22 1ш EC y add _ 
х-2Х2-06Х-5 lim, 62 — ex + 5) 22-6-2-5 

25 

28 __8 
"= з Be | 

"Y зх — Би + 4 up, a 9 C 9t E __,, 
XE, 2x+1 lim (2x + 1) -1 

2 = 

y om Es A — ж e 

Kasa) 5 = 3X lim (5 — Зх) 14 


A dm ESTO m = ры 
х—2\=—Х°+ 3x + 4 x— 2 \ —X2 + 3x + 4 
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А > ЖИ, = 3 
8 эн (3x 2x — 5) (Т) B (2) 1 
lim, (2 + Зх + 4) 6 2 8 
xs 


: 3. 372 _ _ 2 
_ 32 ох – 5 E (х Зх 2х У 


© 


| Lo 
8) ҮШ | 2x2 — 9x + 2 Í (Ly) lim (2x? — 9x + 2) 


Полне 
32 – 36 + 2 —2 2 4 


2х2 + Зх — 4 (22 зка 
uU. ^ 5х-4 0 um | ^ 5x-4 . 
lim (2x? + 3x — 


шэг [E - E Pi 


: 3. 2. 
Efi U [724-20 1232 _ 
im (Ax + 3) RSS 
x—-2 
za — 48-2 


y im [2592 t х" шийдсан” 
um 6 — 4 Jim (6 — 49 


li 2 
_ DOES NA 
dim, (6 — 4x) a ds 


o х2— 1 ,. (xt*1(x-1  , - 
30. а) ин х=1 = m r4. =i (x+ 1) 
| 4-x^ , (2- х)(2+ х). _ 
b) EU 2+x = m, 2+x s L sk. 
AD. ee DD _ Е 
с) и, 27 — 3 m 2x — 3 Ee cu m 
2 2 2 
o X^— 4х + 3 (х – 3(x— 1) _ 
qh Mm а 4 AF” 
E o 2 
xg X2 im (+ 2) 5 
доо 
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e) lim 2X + 5х-3 _ lim 4 -ajes = 
ci 2x2- 5x+2 „‚_1 2х-4)к-2) 
2 
lim (x+3) 1 
ES EG 2 
на = 3 
2 
1 3 
Е o ++) 
з 2х2 – бх – 12 ` з BY ` 
х-- x= -75 2x- 4)\х + > 
1 lim a(x + | 7 
= 3 _ 
a Q3) 203 _ EE d 
aM. х-4 lim (x — 4) 11 dE 
X— —— 3 = 
I= 2 
у lim 2-1 T (х –1)(Х2 + x+ 1) _ im х2+х+1 _ 
8520 2-1 uad qmd xh жег. O 
i 2 
Oum (х +х+1) 3 
lim (х+1) 2 
Хэ 
h) lim BH o pm (250002 2х4) RA 
х--24-1Х2 х--2 (2—х)(2+х) х==2 2-х 
| 2-2x+4 
A e 
Е lim (2 — х) 4 
х— —2 
= = 2 
) lim X 16 i AE 2)(х + 2) + 4) _ 
х-2 8 x—2 (x – 2)(-x? – 2x - 4) 
i 2 
E ass Jim, (x i; саха. T 
lim (-2 - 2x – 4) -12 З 
2x- 2(х+ 1) 
. 22-3x-2 _. 2) 2 11. 
32. im 2 = lim —— rn  j— = lim 2[x +—|=5 
x— 2 х- 2 х— 2 х- 2 х= 2 2 
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3 
20 -9x49 2&3 + 5) | а 
9m. n x43 A RS dm 2(x + $) 
„О esi 
-2 (-3+ 2) 2| 5) 3 
Х + 3х2 – х – З o (x+ 1)(х2 + 2х - 3) 
35. а) 1 = | = 
y dm ан 2 х— a (X + 12 = 2x 2) 
201 xX +2x-3_ 4 
Pu ERF 5 
b) i Хэн... T (х — 90 + 3x + 3) _ 
Х—3%— 8x— 3 х—з(х— 3)(х2 + 3x + 1) 
ЭМЕ xX + 3x+3 _ 21 
x-3 X+3x+1 19 
c) lim Xo 3⁄2 + 6x—4 _ T I(x- 2x + 4) _ 
х—а X= 4X2+8x—5 х—1 (х — 1)(х2 – Зх + 5) 
шэг" х2-2хХ-44 1 
x4 Х2-3Х-5 
d) lim tata ит (х= 2) + 2x? + 4x- 2) _ 
x—-2 ХЗ — 2x2 х=2 x2(x — 2) 
= io X + 2х2 + 47 – 2 11 
х— 2 x 2 
o ХЗ— Зх + 2 | (х= 1)(x2 + x – 2) 
37. | = | = 
а) Mm ax З х= (X — 108 cx + x — 3) 
200 ХоОВХ-2 _ йг (х= 10Х + 2) . 
х—а X +x +Х— 3 x-a(x- 1)(х2 + 2x + 3) 
эк QURE EE 
x—1 X + 2х+3 2 
(x+ 2) + 2 — 3x- 6) _ 


X + 46 + é = 12x — 12 _ a 

23 + 7X2 + 4х — 4 х--2 (x+ 2)(2х2 + Зх — 2) 
|. X39-2x2-83x-6 _ . (х+2)%2–3)_ 
= lim = lim = 
2х2 + Зх — 2 х= -2 (x + 2)2x - 1) 


b) lim 
=-9 


х— —2 

са про m E 

st 5 
RAE = 2?+х+4) _ 


Х — = 2 + 5X+ 4 _ 
(x + 1)(х2 + 3x + 2) 


х— -1 


Ч ын, ХЗ + 4x2 + 5x + 2 
2 үр ОУН RANES RA) - 
x Х°+3х+2 х--1 (x+ 1l)x + 2) 
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а 


| 


9) 


38. а) 


е) 


Fundamentos 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


хі + 2х3 — 5x2 — 12x- 4 


Um 2X 779 + 222 — 12 87 


ША (x + 2)(Х3 — 5x – 2) эг” Х=Бе- 2 _ 
x--2(x* 2(28 + 3х2 — 4x — 4) x= -2 2х3 + 3х2 — Ax- 4 


тэ x+ 2x? = 2x — 1) _ fia xX- 2x-1_7 
x--2(x-2)(20-x-2) х--22532-х-2 8 


д, до 
- — ax + 
х=а Х-а х=а x-a х—а 

. а2—х° . (a — x)(a + x) 
x—-a а? + х? х—-а (а + х)(х2 — ах + a?) 
= [т __а-х 28 2 

х= -a Хе — ах + а: 3a? За 

. x-1 (xdd 24 xn 3 +... + 1) 
lim —— = lim >>> P >>» = 
xcd у=. хэ? K- 1) 


lim (07140224 "1-3 +... + 1)=1+1+141+.. + Ј=п 


п 
Хэ A aa DA) _ 


х—1 Х—4 х—1 (х= jO 14 xn 2 +... + 1) 


o xm-l1+xm-24+..+ 1 m 
ЇЇ. 72110521 o a е пена 


х—л Х" 1Т+72+..+1 п 

_ Ххп— а" | (an ax 2+ax-34+.. +a- 1) 
lim —— a x lim -——— n — [K  ——MAaF—'— C—— S —ə[FÜÜ". 
x—a X— x—a x= a 


lim нил c Tg 9 + ... + an 1) = 
Х=а 


а"-1+а-а"-2+а?-а"-3+..+а"-1= 
айлаа Зава ta... +а"=1=үү.а"=1 


п 
x"—a" | (х— ај 14 ах" 24 а2х7 34 ... + ап 1) 


li —————— M A LIDO SÃO S ss =s 
x-aX' —a" х—а(к—ајк 1 + ax 24 а2х"-3 +... + ant) 


jm CO ах Заал Citar t 
ха LEN ada 


am ~ Ревана = ара чат барда mareos. 


а-аа ға ат... а" nas. 
M, дт-1)-(па-1)— M., дт-п 
п п 
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40. 


41. 


a) 


d) 


e) 


f) 


шах... x= Ха 
х-10Х-1  x-i (1-1) + 1) 
= іп ХЕ a <= 

x=1 (xa Vx +1) х-14Ҹх+1 2 

чү кы ааа ТЕ а 
x=0 х x=0 (1 + х= 1) 
= tim О tim — c = 
o ха + (а -х) хто ха +) 

| 1 1 

осела 2 

dm Ах®=®—2 IS] - 
xci x—1 x=1  (x- 1(МХ + 3 + 2) 

1 1 


lim —————— = 

х-14х5-3-2 4 

_ NA 2x2 42. (4М1-2-3-1)М1-2х-Х-441)- 
im ——— = lim ——F-E— ————— 
x=0 5 x—0 x1 — 2x - xe + 1) 

-x(2 + х) | —x—2 _ 


gm а ят! 2x — № + 1) E Im түт R-i 
ү1+х = М1—Х | (Ха +х – 4 = у) (М1+х + =>) 


lim —— O> = lim 


x—0 x 5 x=0 x(V1+x+ N1-x 

grs гр + М1 — x 

irá N2x - Nx + 1 үх + 1 lim (Мох — Vx + UN 2x + Nx + 1) _ 
xa XL чх—1(Ү2х+Үх+1) 

P RE A >) 

to di 212 4 

Ea 0-3 3.18 ETE: FU 
xci | X-41 х-1 (e ale Мао x) 

= їй с $ C C PA 2 7 
UT – 1yx 4 1(3 + N10 х) ЖЩ GI х) 12 
im 2—ух+1_ jm (2-7 Vx * 102 + + 1) _ 
х-з X -9 x=3 пке АЕ 1 
-(x - 3) 1 


> 32 + Nx 1) 3 ЕСТЕ 1) 24 


VEO л... а ES 9) = 
х-1%—3х+2 «oi (2 – 3x + 2) Nx + 3 + 2) 
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Xd 1 1 
AUNT 2 (Nx 3 n Ea 2(Мх+ 3+2) 4 
- – 4(МХ + 2 + N3x- 2) 


9 т — 2 ms — NV 3x— 2)(Vx+2 + 3x— 2) 
(- 2)х + 20x 2 + ҮЗх-2) _ 
Mun аа 


lim 8 
e) == s=! 
мин, EXE 


43. а) lim 2+ 2 ТЭЖЭЭЛ Ү2х+1-+3\ух—2 + ү2) 


к=аүх-2—Ү2 х=4(үх-2-— Ү2)(Ү2х+ 1 +3/(Ух—2+\Ү2) 
- jim 202+ 2) _ 2(2ү2) 212 


х= 4 М2х + 1 +3 3+3 3 
4-N10*x _ | (a-N10 €x) + N10 x2 + N10 x) 


b) lim —— ——— An ДА AUR oe лут to а 
оох ene la dio хатохо 10—3) | 
nga AO io EMO _ 
x=6 (–6 + x)la + V10+x) x=6 —(4+ V10+x) 
2830 __ 1 
-444) 2 
с) lim МЗх+4 — Nx+4 _ 
х=й Фаа-а o 


= iiih (V3x+4 — 4х-4 (М3х+4 + Vx+4 ХҮх-1 + 1) = 
co (iced зка + (кај ха + 1) 

im 2Nx+1+1) _ 2.2 _ 

оаа д 272 

" “рэг 
MOS \х+2—2 
„Маркса NE ANE – Ек 222) _ 
х-2 ur 2 Mi +x=2 + ух) x2 + 2) 
ЭР" 2(Nx4- 2-2) сота. 
х2 роҳ 2 + 0х2 2-2 
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44 a) | хас гэг. 
| 222-1 5x-1-1 
= tm 822 - 3€ 2- 2:218 - x + 2 + 2/832 - 5x + 1+1) _ 
x-2( 32 — 5х – 1 — 1(N2:12 - 3x + 2 + 20 N32 — 5x — 1 + 1) 
С tm I3 - 3-2 032 - 5x- 1+1) _ 
x-2 (32 – 5x – 2/219 - 3x + 2 + 2) 
2(x – 215 + BITES — 5x — 1+1) 
= Jim —— F x = 
шиг? эх + ES 3x + 2 + 2) 
1 
EGRE E 
s» + 2) 0867242) e SP 
b) lim itet? A 
х—-1 yx? + 3x + 6 
2. у И И _ 
x= A (ү + 3x + 6 — 2/832 + 4x + 2 + 1)[Vx2 + 3x + 6 + 2) 
– jm (302+ 4х4 102 + 3 +6 + 2) _ 
к--1 (2 + Зх + 2)(М3%2 + 4x + 2 + 1) 
з(к + Еј + DNET EFE + 2) 
ar AX + 23 + ах + 2 + 1) 
з[-1 + 11-36 +2) 
| (–1+2М3 -4+2+0 
"ЭРЭ" ГЕН НИ Ка – аар Уа + 1) _ 
s хуз ар на) 
_ (x+1)-1 _ 
то Хх + 1)? PAL +1) +4) 
_ 1 
To Jkt 1р === +1 3 
| NC _, (x + 1(\(2х+ 32+ 42 + 3 + 1) _ 
"= 
9) а 1 х--41125-3-11(2х43 + ох 3+1) - 
= пар РЕ 3-1 3 
х= —1 2 
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(Аа 2226 — ох + ха + 248 — 2x х2 + 4) _ 
х-0 — x4 - х\(Ч(8— 2x + х7)? + 248 — 2x + xà + 4) 


| -(2 — x) 
= ЕЕЕ 
o (1 98 — 2x + кар + 28 = 2x + X° + 4) 
_ =2 nol 
1(Увл + 2/8 + 4) 6 
3 
1—N1-x 
47. li = 
а аса 
M ü-31-xh + И = х + Na x2) – Зак — + Ma 17) _ 
х-0 {1+ Yax- 11 – Nox 1+ (8 та + Үт — x + (а х0) 
_ А ш тп _1-(-1)+1_1 
«оза "pem = 31-1-1) 3 
b) lim 32-29-2 -3Х-2 _ 
Mars 7 
Зар P2a 2 зе + 22 3x + ala – 42 + зх + Ma 30) _ 
х= => [L + {ох 3) 4 – Nox 3 + Nox ЗРО — 302 + 282 — 3x+ 4) 
= jm 3 42х +3 Мох +3) -314141) 3 
x—-2 2442 3x)? 4 2 372 Зх 4) 2(4 + 4 + 4) 8 
Ер o A 
ын 2 Nox — 5x + З 


" — Ый 32 - Tx € 19 - Na 7x+ 11). 
x—2 ADE — 5x + 3 – 1 | (2х2 — 5х + 38 «N23 — 5x4 341) 


‚(Кох — Бх + 3)2 + (22 C 5 + 3 + 1) _ 
Wee — тх + 13 — N33 — 7x + 1 + 1) 
sb = E — 5х + 3)2 + N2x2 — 5x + 3 + 1) 


m = = 
af- IRE 7x + AP — N33 — 7x + 1 + 1) 
_ 54+1+4) 5 


“34+1+1) 3 
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48. dy йе == 


-1 х—2+1 0 
im (Мех + 4 NES 3 = 22 – Mx 2 + 1) _ 
xi 2 s dum ax - 2 + A NSx + 4 + 3) 
КИ: CEE гаг, 
х-1 М5х + 4 + 3 3+3 2 
"P" Үзх—2-2_ 
х-2 Чх-1 
Эг" RE = a 2 + + ANx – 1 + 1) 
х-2 (Үх—1—1/(Ух— 1 + 1/\%(5х F235x — 2 + 4) 
= Six - 1 a — de: 
MALE ј2 + 2%5—2+4 4+4+4 6 
0, i m N 9 5х+6-2 = 5x + 6 


1 e — Зх + 1 +10 


(a8 — 5x + 6 – 2/NS8 — 5x + 6 + 2) 
gt NE TEN 1+ 1102 — Зх + 1)2 
(А2 – зх + 12 – 2 зк + 141) _ 
(3х3 — 5x + 6 + 2) 


T (3⁄2 + Зх — 22/62 — Зх + 13 – S2 — 3x + 1 + 1) - 


x=1 - 2)[N3x° — 5x + 6 + 2) 
22071131). 4 
| (002-42) ` 
3 
50. а) lim Ух +1 


3 
Fazendo Vx = y > x = уЗ, vem: 
jig A 


=— = lim LL m lim — — == 
yay *1 y-a(-1lg-y-1) yo P-y+1 3 
b tim 2102 


3 
ой үх = x) = уз e ` 


2 
= [Wx] = уг, 
„уз | Ay? + y + 1) y+y+1_3 
| | = | =. 
xcu sed LE = Rua 2 
di Му -1 
x=1 x -1 
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Fazendo Vx = y, vem: Nx = (З) = уі е Му = (arc )° = у3, 


im LL – jm + 0 24) |, Уул) 4 
у—1у—1 y-a (y-AYy? фу+1) у—1 у +у+1 З 
d) lim М1+Х- 1 
ON = : 
Fazendo V1 + x = y, vem: 1 +х = (3 + х) = узе 
Пива rare s 
im i. qo a MW ИВ 
-1 2—1 уа (у-1)(у+1) уза ужа 2 
хүх — ауа 
51. аў im SEDA 
тв Vx ја 
Fazendo Vx = y, vem x = y? e Ма = z, vem a = 22. 
Além disso, lim Ух = Ма = 2 = lim y. 
х—а у— 2 
2./— 72. 3 — 53 = 2 2 
(ура пар SE. x dI. Өр ур. 
y=2 yz y=z Уг y—z у-2 
= lim (y? + yz + 22) = 322 = За. 
у- z 
" E 
B) ШШ х= 1. 
Fazendo Nx = y, vem x = y" e lim Vx = А 
х= у— 
y= . y-1 
| = lim —— H = 
у ут 1 у Dy уп T... Ty+1) 
TES: ННВ ON 
уллу" ie Ey AL 1+1+..+1+1 п 
oo NX cd ú 
с) lim E 


И Чх = P] = у 
Fazendo Vx = у е 
Vx =("Үх) = y" 
Além disso, lim “Vx =1 = lim y. 
х— 71 у= 1 
| yl (у = у -1 + yn 2 +... + y+ 1) 
y=1 Yy^-1 у—1 (у-1Ду"-ї-ут-2- 2 - y * 1) 


n 


саш LAY j. фу+2 _1+1+.+24+14 nmn 
E +. Фуфа 1+1+..+1+1 m 


m 
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x=a Х-а 
Vx =уәх= у 
Та-т-а-2 
lim 2 = 
у-2у 72 


је lim Nx = Ya = 2 = lim у 


х-а у— 2 


у-2 = 
y (у ну аут AYNA U teu) 
1 
эж 0 E arenas 
1 1 1 


Ya 


"4 а Va) 


Nx - "a 


li ЕЕ 
soa Nx - Na 
Fazendo: 
iy | 


Além disso: 


Ya 


За 


Чх =" = y 
VW = NS" = 


(Ya) == 
("ај = z" 


im "Vx = "Ма =z= lim y 


х— а 


Assim, temos: 


= lim 


у-у" y 


nois 71-2. 
T 277-1 + gm-2. 


n" Va)" =f 


= PM = L 
ma m 


у— 2 


-2.214у"-3-12- 2 фу -2-19-1 ^ 


А е ни та“ 


z+zm- z+.. GE I DL 


Qs 
m 
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(y-z(y-ie-y-?:z-y-3-24 ул 2427-1) | 
y= z(y- ly Ру z+ ym. z ua + yzm-2+gzm-1) 


y Еф y 2 z+y T3. z +... + yo 24 no 1 


а 


COMPLEMENTO PARA О PROFESSOR 


52. a) lim f(x)= lim (3x- 2) = 1 
х- 17 х- 17 
b) lim х) = lim (4x+ 1)=5 
х= 17 x = 1" 
с) Não existe lim f(x) porque lim f(x) = lim f(x). 
x>1 х— 1+ х— 17 
53. a) lim х) = lim (3 – 2х) = 5 
х it x= —1+ 
b) lim х) = lim (4-х) = 5 
х— —17 K=- 
C) lim f(x) =5 
x—-1 
54. a) lim f(x) = lim (2x— 5) = 1 
х- 3+ x—3* 
b) lim х) = lim (4— 5х) = —11 
x— 37 х— 37 
с) Não existe lim f(x) porque lim f(x) = lim f(x). 
x—3 x—3* x— 37 
55. a) lim Ко = lim (х= 1) = 1 
x—2* x— 2+ 
b) lim х) = lim (1—х2)= -3 
х— 27 x— 27 
с) Não existe lim f(x) porque lim f(x) + lim f(x). 
х-2 х—2' х—2- 
56. a) lim f(x)= lim (8 – 2х) = 2 
х- 3+ x— 3+ 
b) lim х= lim (Х2— 3х + 2) = 2 
х— 37 х— 37 
C) lim f(x) = 2 
к= 
57. a) lim х) = lim (=x2+6x-7)=1 
х— 2+ хек 2" 
b) lim f) = lim (2Х2— 3х – 1) = 1 
х— 27 х— 27 
с) lim f(x) = 1 
х— 2 
_ Ix * 1l 
59. f(x) = X1 
_ |Х+ 1,5е х = –1 
кеды ом s, 
| 22 20 XE. 2 = 
a) ЭШЕ 10) = МР х+1 ` M i 
: = due У" ss 
ДР Du ui ees 
с) £ lim f(x) porque lim f(x) lim f(x) 
x= -1 х= —1* х— —17 
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60. 


61. 


62. 


|3х – 2] 
100 =-5—зу 
3х – 2, sex = 2 
|3х – 2| = > 
(3х — 2), se x < — 
3x—2 _ 3x- 2 m _ 
a) lim f(x) Ш чт li EXE ШЖ 1) 1 
хз ж 3 а 
E (3x — 2) А 23x Е 
b) lim f(x) = тов 23x 7 im 5 Зх Шы 
х= 3 х— 3 x— 5 х= 
с) Я іт f(x) 
_ х°—5х+4 
WT ead 
kaajas x— 1, sex= 1 
^ = | —(х—1),зех<1 
= 5x + 4 = (x – 1)(x — 4) 
: : (х= 1)(х— 4) А 
| х) = I —— = | = 4) = -3 
а) сон (9 беа (x — 1) = E (x ) 
- (x — 1)x — 4) - 
н жэл Ls 
c) À lim f(x) 
-1 
_ [3x2 — 5x – 2| 
{(х) = Х-2 
3x2 — 5x — 2, sex<-Soux=2 
(3x2 – 5x— 2| = 1 
(3x2 — 5x – 2), se з <x<2 
Além disso, 3x? — 2-3 + +2) - 2, 
dire 
a) lim 2 EG =)-7 
х- 2+ х=2 
=з x+ ij (x—2 1 
lim m иш |-ајк+ $) -—7 
х= 27 х=2 2- 3 
À lim f(x) 
х-2 
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x3 — 6х2 + 11x — 6 
|х = 2] 
x3 — 6х2 + 11x – 6 = (x – 1)(х – 2)x —3) 
к-21-| x— 2, ѕех = 2 
—(x— 2), se x < 2 


63. f(x) = 


(х — 1)(х – 2)X — 3) _ 


а) E х-2 ae ааа заах 
(х= 1)(х— 2)(х — 3) _ _ 
b) im CS lim [-&- Di- 3 = 1 
c) 1 lim, {(х) 
uec + x+ 6 
64. 1I="T52=9x+ 10] 
(2x2 — 9x + 10) = ак – 2] -Зрөхч2өх-3 
[22 – 9x + 10| = 


–(2х2 – 9x + 10) = -2к – 2] -Зрөс«х-3 
х — 4x2 + x + 6 = (x + 1)(x — 2)(x — 3) 
(x + 1)(x — 2)(x — 3) _ 


a) lim. f(x) = lim = lim —— 
x— 2 х-2 -2«- at -3 х-2 -2| -3 
(x + 1)x — 2)(х— 3) (x+ 1x3) _ 3 


b) lim х) = lim —— = lim SAS 
х=2 х=-=2 2 – 2 -3 х-2 2| -3 
с) 1 lim, f(x) 


65. a) шя [х] = 1 
b) lim [x] = O 
x> 17 
с) À lim [x] 
х= 1 


d im (х 1) =1-1=0 


е) im (х 1) =1-0=1 
ђа pu (x — [x]) 

£ lim (K+D)=1+1=2 
h 


= 


іт (х + 5) =1+0=1 


) 2 lim. (x + [x]) 
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3x- 2 sex>-1 
66. f(x) 213 sex--1 
5— ах sex«-1 
lim f(x) existe se lim х) = lim f(x) 
х——1 х= -1* x—-1- 
lim То) = lim (3Х-02)--5 
x= -4* x= -4* >5+a=-b> a=-10 
lim f(x) 2 lim (5-ах-5-а 
х— –17 Хенк 


_ | АХ + З5е х <= –2 
ый шээг 
lim f(x) existe se lim f(x)= lim f(x) 
x—-2 x—-2* х— —27 


lim х= lim (8x+a)=-6+a 
х Е х— -2* =>б-а=Беа=+1 


68. т=] у-у sexe? 
З-ах-х: 5ех=2 


lim f(x) existe se lim f(x) = lim f(x) 
х-2 х—2*+ x— 2 


lim f(x) = lim (3— ax- х2) = 3 – 2a – 4 = -2a — 1) 


x— 2t х— 2t 

TEE А =? 
UI Uo wd "uu sc 5)- j 
= -2га –1= г>а = –4 


O ERRO NI — O infinito 


f(x) 3x-4 
70. а) —— = ——— 
) $9 k- 29 
f(x) 
Notemos que —— > 0 quando х 
906 gx) 7 4 
está próximo de 2. 
2 3x- 4 
E ‚ lim ——V = +e. 
ntão ЕА (x = 2) со 
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f(x) 


b) — = 


g(x) 
#00 


g(x) 
199. 
40) 


fo) 
©) 86) 


f(x) 
g(x) 


Хо) 
g(x) 


f(x) 


а) — = 


g(x) 
#00 


g(x) 


109, 
9(х) 
fe 
°) 26x) 
х) 


g(x) 


fo) 
g(x) 
1 
g(x) 
f(x) 


g(x) 


fog) 
g(x) 
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2x + 3 


Ix + 2] 


f(x) SIDET: 
—— > 0 quando x está próximo 
g(x) 1 š 


de 1. 
" 2x+ 3 
Então, lim ———ÜS = +оо, 
EI (х— 1)? Е 
f(x) мэн 
—— < 0 quando х está próximo 
gx 4 Р 
де 1. 
1/--3Х 
Então, lim —— = —. 
ШШ eme ша. 
f(x) 


—— > 0 quando x está próximo 
go) 704 š 


de 0. 

2. 
Entáo, lim 3x юН 2 = +оо 
f(x) 


—— < 0 quando х está próximo 
gx 4 P 
de —1. 


5Х-2 — 


шимэгч тээн 


f(x) 20 
—— < 0 quando х está próximo 
go) 4 4 

де —2. 

2х2 + 5x— 3 _ 


Entáo, lim = —оо, 
x= -2 |х + 2| 


MANUAL | COMPLEMENTO РАНА О PROFESSOR 


72. ) 
А esquerda de —2, ix e 0. 
80) 
= х+4 __ 
Entáo, NU үз 
5 fx _ x+ 4 
g(x) х-2 
Pelo esquema anterior, verifica-se que а direita де —2, E] > 0. 
2 : х+4 _ 
Ептао, NL пати a +00, 
fo) 1-2х 
0 $9 x-3 
f(x) 
À esquerda de 3, 1% ~ o. 
g(x) g(x) 
R | 1—2x _ 
100. Entáo, ше xcg Ta 
409 
d) Pelo esquema до Кет anterior, а direita де 3, E « 0. 
А 1 = 2x 
Então, lim —— = — 
х-3+ Х- З 
е) fx _ 3x + 2 
g(x) 5 — 2x 
f(x) A 
Á esquerda de = W eod. 
9б) 2' g(x) 
Entáo, lim сад И +00 
fO) вера ` ` 
409 цаа 
А AN 5 f(x) 
f) Pelo esquema do item anterior, à direita de > 800 « 0. 
Entáo, lim A o 
: 5+ 5 – 2x 
цайг! 
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ко) _ 2x+3 
80) (к 19 
f(x) — i = ex 
ћ f(x) 
А esquerda de 1, з) < 0. 
409 — x 
х : 2x+ 3 _ 
Хо) + х Entáo, „ШП. (к= 1) = —00, 
9(х) 
h) Pelo esquema до item anterior, а direita де 1, E > 0. 
2х + З 
Епта lim —— = +=. 
O x= 4 TO 
i) fx) _ 2х2 – Зх – 5 
80) (2 — x) 
f(x) x : 
А esquerda де 2, Ко <o, 
x g(x) 
409 
a . 22 – 3x— 5 _ 
160, Ч.с = шан. 
409 
j) Pelo esquema do item anterior, а direita de 2, E > 0. 
2 — Зу 
Entáo, lim o ые +оо, 
x-2 (2 — x) 
73. Provemos que: 
VM>0,35>0]0<lx- 0| < 8 > f(x) > М. 
Como lim x2 = O, temos: 
xc 
РЕ. 


Ме> 0,3%>0|0< |x- 0 <58> xX сео > > 


Chamando = = M, temos: 


2 


УМ >0,38 > 0 | 0 < |x- 0| «85 f(x) > M. 


Е 
74. a) lim q =" 


Para x < O, f(x) = => < 0. 


Provemos que: 


YM >0,38>0|0 < |x — 0| < 8 > | > M. 
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76. 


77. 


78. 


80. 


Como lim x3 = 0, temos: 
х— 0 


ме> о,8в> ојо<к-ојевеђај сео |> +. 


Chamando = = M, temos: 


yM >0,38 > 0|0 < |x — 0] < 8 > |(х)| > M. 


1 


Analogamente, notando que para x > 0, f(x) = pa > 0. 


lim (2x+3)= lim (2х) = 
X — +0 Х— +0 
lim (A — 5х) = lim (—5x) = +% 
x— —o X — —0 
lim (5х2 — 4x + 3) = lim (5х2) = +00 
X +0 X — +оо 
lim (4—x?) = lim (—х2)= —e 
X— +0 х = +% 
lim (3х3 – 4) = lim (3х3) = —o 
x— —% x— —0 
lim (8— х3) = lim (—x9) = +0 
Х — —0 Х — — 00 
lim (x^ — 1) = lim (x^) 2 +00 
X — +0 х — +% 
(n € N*) 
+, se n é ímpar 

lim (1— x)= lim (=) = | Жун 
RES x= 0 —oo, se n é par 
(n EN*) 
| | 
НЕ 2 – о, se c < 0 
(c € КУ») 
| (2) оо 
lim [= = 
x— — VC -о, se c > 0 
lim үх 2x+2= lim ve = lim |х| = +00 
X— +0 x— + = 00 
lim Vx? Зх + 5 = то Vx? = LN || = + 
X— —00 - 

3—2x _ —2х__2 
m x +10 X — +0 5x 5 
im 423 — im 24 
x=- 3 + 2 х–-• 3 3 

х2 — х2 
i = — = = + 
ШИ x+ 1 x— +оо E Е 
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dis уЗ 
A 40.9 q 
Bk doe À A Mec oe au ей 

х— +0 3X3 + 5X2 — 6X+ 2 у + 3S3 у. ро 3X 
f) lim ша lim x lim = 

x= о 8x3 — 1 Low. 8X cg ӨХ 
8 di X +x+1 _ (fes X +x+1 _ 

х= = (x+13—-x3  х—- 3x + Зх + 1 

= lim — lim сэн 

x— – 3x2 xi d 3 

2х – 3)? 8х3 

"im АЛЫ 


(Neste caso пао é necessário efetuar todos os cálculos. Basta 
obter os termos de maior expoente.) 


pme + -- quis qu ic 
X — —0 2x(3x + 1)(4х ни 1) X — —oo 24x3 х— —0 24 8 
= с = 2 5 
у m CE Cs ao 25 dh I ls Tiso 
х= +0 А х= +% X х = +00 
o im AE Y im 102260 + 22—01] _ 
k= ë (2х + 38 12525 (2x + 38 
s ir DEM BRAS A, A С: 
х= —® (2х + 3) Хх = — 8х3 X— —® 8 2 
Мх +х+ 1 “(4 + + 5) 
82. a) lim GE TU uM = Jim — — =F 
х — +% x= co (1 3 i 
ЕЕ 1+ ®+-> 
= lim 1 = lim 1 -1 
хее x(1 + =) кш y = 
X X 
31:11 4 
Vx? +x+1 d сиса: 
b) lim —x+1 ` lim 
шиль nios ха += 
boda 7 = (АЕ ы 
X X : х X 
= lim = lim 1 = –1 
MD € aui 
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ES 


e 22 = om 5 _ - 2x- 3x-5 _ 
х = ote үх + 1 Хх 1 
(1+2) 
2 — E 2 
= lim > эз. nr “з= dio DE 
халаг 7 iu х— +0 X — +0 
N X 
T 2х2 – 3x- 5 
коле ата 
20 : | 2х2 – 3x- 5 | А 
Já vimos, по Кет c, que lim ——====—— = lim 2,isto é, 


x— +оо үхА + 1 Хх = +o 


| x x Р x _ 
Tree [за] бта) 
XN X XN X 
= lim Ñx lim Nx = +00 
х= +o 1 х — +00 
—+1 
хүх 3 
(«X 
lim x + Nx = lim 
Sca ЖЕ хээ i 
i 4 à “(4 + =) 
1 
1+ 
Ie 
= lim 1\ = lim —=0 
== ха + 5) х= -е X 
Х 
Х : Х 
li ЗГ-3 = lim = 
— —оо = х— —0 
х x3 — 1000 ep - (20) | 
X 
X 
= Jim === = lim =1 
— —%0 3 ES eS 3 
x «fa - (59) x "ES 
X X 
3 3| х? 1+2) 
үх2 + 1 | x 
li "Wem lim 1 = 
x— +0 X +0 ха ++) 
X 
Ve зј1 + = 3 1+5 
= lim 1 = lm < 1 = 0 
МЕЕ (1 +2) mes Цан 
X X 
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84. a) іт М2 + 3x + 4 – x) = 


Х — +00 
и (12 + 3х + 4 — x) + 3Х + 4 + Х) _ 
х = oce үх + 3х + 4 + x 
3-2 
: 3x + 4 : Х 
= lim === = lim — = 


х==+е о do X x Te | 
X 


i$. Ses 
X X 


ba n ba. 


b lim (Wx2+3x+4- x)= 
(Ме + 3x + 4 – x NO + 3x + 4 +x) 


lim =. = 


E Ме зка 


с) їт (Мх + 4 – үх = 2) = 


_ и (Мх + 4 – Nx- 2(Мх + 4 + Nx – 2) 2 
Iz Мека + 4x-2 


| 7 шэг” (/2-х-1-3х/02-х41-3) _ 
im (х х+1—х) iac есл 


(Ме + 1 Х 1) ШИ 210 


= lim E == 
X— +оо || || 
Л 1+5 + E 


e) lim = 
x— +0 
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f dim (М2 4+5 – х2 Зх+ 4) = 


E ru Ax 5-NX? — Зх + AN? — 4x + 5 + Nx? — Зх + 4) _ 
TUR (ET ax E 8 2 3c 4) 


Hem 
8) Ми – 2+4) = атна. 


: -4 -4 
lim 


= — = lim == 
“U al 1+5 а + | +] 


2 = 2 
f dm асв) = tm асо ar bis _ 
x= + х= «es 52 + ax 4- b 4 x 


hs 


=0 


3 
85. а) lim ———ə Ilim 


3 
х= +00 МЗ + 1 х= +00 dê 1+3) 
1 
b) | _Ух-Үх+1_ ЭЭГ” HR 1+2) _ 
Gus о Nx+3 cows 1+2- 1+3) 
(1- ES TES 1824 143) 
= lim ` 2 х = 
да! пи TEE ESI És 1+3) 
Х Х Х Х 
4:2, 143) 
X Х Х 
- lim 1 
= иет 
Х 
o n NxX?-2x-4-x 
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(x? + 2x+ 4 – х)(Мх2 + 2х+ 4 + х)(х + 12 — x + 1) 


x= += (х— у x+ 1)(х+ Ve x (УМ + 2Х + 4 + x) 
(2x + Ax үх — x+ 1) _ 


= lim AAA - 
x= +® (x — 165 + 2x + 4 + x) 


>. (1+ 2), + Med 
Х X X 


= lim E 0100-11-01 
нар TE TEn 
X X X 
im [xe Nx Nx) = dim. fx x(1 +=) = 
X — +0 X — +оо үх. 

1 1 1 
= lim [x- Yx- Ј1+—= lim |x КЕЗ 1+4 - 
= +оо 

nm х + Мх + Nx 
х— +o% X 
Pelo item anterior, lim х+ Nx Nx = lim Nx = +оо, 
— + do 
Entáo, vem: : x 
х + Nx Vx Nx | 
ит ——rnvÑ" = lim — = lim —==0. 
хее Х х—+= X х- +o Vx 
Ци = 
Жл ГАЈ sq o E ГЫ г ДИН 
X = ben VÁx + 1 х— +00 1 
4х|1 + — 
4х 
vd эсэн = 
MET Nx МО 1 
Ую 2 
юма idee 
4х 


Радо um número real М > O, temos: 
YM > 0,3 VM >0|x>VM>x >M 
então: 


lim x2= +оо 
х— +оо 


Dado um número real M > O, temos: 
VM>0,3-VM<O|x<-VíM=>x2>M 
entáo: 

lim x? = +00 


X— —o 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO РАНА О PROFESSOR 


88. a) Dado um número real M > O, temos: 
YM > 0,3 \M >0|x> M> xX > M 
então: 

lim xŠ = +00 
х— +0 
b) Dado um número real M < 0, temos: 
УМ <о,з Үм<о|х< ҮМ > xš > M 
então: 
lim x3 = —oo 
X— —%® 


ANUN — Complementos sobre limites 


sen Зх _ . 3 sen3x, 3 
3x 


90. a) lim —— 
) ОШ 2х x— 0 


b) lim SLZ = ут (2.22. = 2 


x— o Sen x x— 0 2x sen x 
Sa senax | [а 56ёпах) a 
x—-o bx х= ob ax b 
d) lim senax _ jim (2. sena, bx | a 
х— о senbx х-о\р ax sen bx b 
e) lim tg2x _ - 2 sen2x 1 z 
х-0 ЗХ x— 0 18 2x cos 2x 
= dien 2 sen2x 1 2 
х-013 2х 2 cos? x— 1 3 
tg _ a senax 1 E 
„Ёл: = m, (2 ах соз ах 
— tim (2. sena, 1 _ а 
х—о lb ах 2 cos? ах – 1 b 
NE 1—cosx | li (1 — cos х)(1 cosx)| _ 
ё х= 0 х—0 x(1 + cos x) 
Т 1 — cos? x |. im (sen x)? X = 
x— o \Х(1 + cos x) x—0 х? 1 + cos x 
h) ii 1— зесх | cosx-1 | (cosx— 1)(cosx+ 1) _ 
0 х2 х-0 X2cOSX хо X2cosx(cosx+ 1) 
ЭЛ Ese x . E 141 
x—0 x? cos x (cos x + 1) 2 
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+ 
tgx+senx _ y (sens. 1 + SEX) 2 
х— 0 


x— 0 X X COS X X 


>. 1 — cosx . (1 — cos XY(1 + cos x) 
lim ————— = lim -—— = 
х-0 X- senx х-0 X-senx(1 + cos x) 


(2 X X 1 | 24 


x? senx 1 + cos x 


2 


x+a х-а 
—2 · sen · sen 
. Cosx- cosa : 2 2 
= lim —— — = lim —— = 
х-а х- а х-а х- а 


sen (x — a) 
п Шива |, б08х-сова _ 
х—а х=а х—а х- а 
sen (x — a) 1 _ _ 2 
| x-a cosx.cosa| cosa 7008 
cos a — COS X 
sec x — seca I cosx-cosa _ 
кык х=й Ca Rea —— 
х+а х-а 
5 зеп— 
MESS (x — a)(cos x · cos a) i 
x-a х-а 
2 EE | Sena 
йа х-а cosx-cosa| cos2a 
2 


- Sen x — COS х . Sen x — cos x 
lim — == lm == == 
т 1-18х т sen x 


X= = x—— = 
4 СО5 X 


—2 · sen 


sen 


= seca: tga 


4 


: —cos x (cos x — sen x) т 42 
= lim ——— = —-cos = —— 
т cos x — sen x 4 2 


sen x 


= — sen x 

. tgx— sen x . COS X 

lim A Ба lim O ы C 
x— 0 sen? x x—0 sen* x 


sen x (1 — cos х) | li (1 — cos x)(1 + cos x) 


x—-0 ѕеп2 х cos x х—0 Sen x cos x (1 + cos х) 


; sen? x : sen x 
= lim ——nA = lim ———— = 0 
x— o Sen x cos x (1 + cos x) хо COS x (1 + cos x) 
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f lim 


x— 0 sen x x— 0 sen x 
= lim (3 – 4 зеп2 х – 2 с05х) = 3- 2 = 1 
> Ü 
| 4227" 2x + ЭХ шан 2x — 3x 
COS 2x — cos 3x . 2 2 
LUI = [m i — i a = 
x— 0 X x> 0 Х 
"ap cano 2 šeñ на 
2 2 . 2 2 
х-0 X х= 0 Х 


| 
5 


sen (x + а) – sena _ T sen x cos a + sen a cos x — sena 
x— O X х-0 Х 
ѕепхсоѕа + ѕепа (соѕ х – 1) _ 

х= 0 Х Е 

+ (cos x — 1)(cos x + 2) 


-cosa + sena: 
Х x(cos x + 1) 


im X cosa Xena sen? x) osa 
х-01 X (cosx+ 1) x 


cos (x + а) – cosa _ . соѕх · cos a — sen x: sena — cosa 


i) lim 22 = lim 
х= 0 Х х-0 Х 
: (cosx— 1) ѕепх 
= lim [cos a -—— — —— : ѕепа | = 
х— 0 Х 


lim 


х— 0 


ES x— 1)(cosx + 1). _ зепх 
x(cos x + 1) 


|| 
3 
= 
~ 
: 
N 
e 
o 
о 
| 
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sen 3x— зеп2х _ а (3 sen x — 4 sen? х) — 2 sen xcosx | 


8 


а 


| 
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COMPLEMENTO PARA O 


3 
T = ЗХ 


TT 
2(cos = — cos x) 
lim = 


4 
k) lim 1- 2 с05Х | lim Е 
т — 3X = T — Зх x= 


o 1- x | 1 х2 
) lim —— = lim | == = >>» = 
х— 1 SON TX —x—11SCN TX sen TX 


EE ES 


= lim 
TX Ssentx SEN TX т 


х- 1 

cos 2x 

m) lim = 
х- 2 COSX— SenX ,—3 COSX— senx 
(1 — cos x)(cos2 x + со5х + 1) _ 


х— = 


. 1-cos?x | 
n) lim === lim 5 
x—0 sSen2x Pi зеп? x 
. (1— cos х)(1 + cos x)(cos2 x + cos x + 1) 
= lim 5 = 
х— 0 sen* x · (1 + cos x) 


ET cos? x + cosx+1\_ 3 
1 + cos x “2 


0) lim 
x— 0 X x— 0 x 
sen( — ha 
= lim (a — b) ЕЕ sesto 
50) 


x=0 
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d) iim X — sen 2x = lim 
x20 X+Sen3x х-0 | sen 2x) 


sen 2x 


1—2 Ох 


1 

= Jim —— = —— 

52220) 4 + з sen 3x 4 
Зх 


D dim C Cosx _ үр (4 — со5ху(1 + cosx) | 
х—0 х? x— 0 х2(1 + cos x) 

sen? x | 1 24 
x? 1-cosx ` 


= lim 
х— 0 


TX T TX 
COS == sen 5 = =) 


v1 + зепх – V1 — sen x 


t) lim ——————— = 


X 
= Jin (V1 + sen — ү1 — sen Х)(Ү1 + sen x + V1 — sen x) _ 


х- 0 x(V1 + sen x + V1 — sen x) 
зепх 1 


x— 0 Х Ү1 + ѕепх + Ү1 senx ` 


1 


93. a) lim х: sen £ 


— 


Fazendo y = = > х = zs para x — 0, y — +00, 
Temos: y 


: 1 
b) lim х-<еп— 
x— +00 Х 


Fazendo у = $ =x = у e para x — +20, у — 0. 
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Entáo: 
lim x-sen>= lim Y = 1, 
x— +0 Х х= +0 y 
TX 
зеп се 
ший Dp S ет“ 
COS == 
2 
1-х . 2 
= lim E “lim зеп = = 
dli rs x— 1 
— a—v 
2 
T 


(ver ex. 925) 
lim cotg 2x · cota [5 = | = lim cotg 2x: tg x = 
х— 0 2 х— 0 


— tim 2052X Senx_ | cos? x — sen? х 1 
х— о Sen2X COSX  x—o COS x 2 cos x 


= lim == lim (x + 2) 
lim ' e ge 59 * 8 ВЇ 
х—2 
1-% . 1-2 | 
à PH Би ns (5 -2 1 
Im — — — == — ER — == 
х= 1. 2 2 2 2 
— +2 im Ee xx 22 im Ë ptt - 2) 
Mi AA ца 
x>1 
lim 
х—1(Х—1) 
= = 20 = 1 
x3— 6х2 + 11x— 6 __ ХЗ— 6х2 + 11x- 6 
lim (5) xX- 3x +2 =)" х2 – 3х + 2 E 
х-2 3 3 
(x — 1x- 2)x— 3) : Е 
-8|7 &- Dk- 2) G7 7-8 E 
3 3 3 
х-1 o x=1 x Mx +1) м 
A 1) 
lim AL AO A ез ше? 
х= 71 
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o 
X = 
15 
ES 
AAA 
Ф| 
S< s 

a! 

| 

N 
AS 
oje 
— 

5 

„а 

х 

| 

м 

| 


` (х—1)(х— AXNx + 2) | 
_ (iy momen LAE PFE E cid 1ХУх + 2) _ йГ ы 
е 


е е 
х2 + Зх + 2 | (x+ 1)(х+ 2) _ 
105. ау hm ОВ 2 4 É рај 
= lim lo — = Jag cu 
БРЕ А 83 4 = 8 3 = 
| x-x) , X1 -= 1 +) , == 
b) lim нас og >g = im leg — x) = 0 
c) im mC 3 tim еп Lota) 82 
к-з Үх+1-2 хез (үх+1—2/(Ү\х+1+2) 
= Жо аи 
dim "jeep AX 
3 V6+x-2 
MEN og (3 — V1 — 403 + V1 — AxN6 + x + 2) _ 
= -2 (Ne + х – 2)N6 + x + 2)(3 + Ү1 = 4x) 
= йй. те 42 + xN6*tx*2 0 log 46 + x + 2) _ 
х--2 °(2+х(3+\ү1-4х) х--2 ° 3+1 4х 
= log 5 
3x x]3 
103. a) lim (1 +2) = lim (227 = ез 
х— +o% X X — +00 X 
x+2 2 
b) lim EN = lim (2+2) (i-e 12=е 
X— —® X Х — —o X 
C) lim (1 +4) 
х = +оо X 


Fazendo 7 = y, temos: 


х 4у y]4 
lim (1 +4) = lim (1 +2) = lim GB] = e" 
X— +00 Х y — +% y y — +% y 


Fazendo > = y, temos: 


а ые эы ые 
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e) lim («3j 


X — —o X 


Fazendo 3 = y, temos: 


ana Y] am e T am [o 2-2 


ах 
: оо 
f m (a 3 


X 
Fazendo ar y temos: 


x ay уја 
lim (1+2) = lim (1 +2) = lim (2+2) = ea 
x— +0 Х Х— + у х = +00 у 


8) lim 0+2) 


x— —o 


Х 
Fazendo a y, temos: 


x] ау]? y]ab 
lim (2+2) = lim (2+2) = lim (2+2) = gab 
x— 0 X y= =o y у—-е у 
lim | 5 {= lim tes dup Е РЕ Е 
x — +0 x+1 x — +оо x+1 x= +оо (1 +4) e 


x x 
104. a) lim (2 = 1) = lim Ї + (-=) 
х— +o X X — +o X 


Fazendo E = y, para x — +00, y — 0. 


=> 
= 


= 


Assim: 


AY E ip 1 
lim шэн = lim (1+y) У = lim (2+) = е1 = — 
x— +0 Х у-0 y— 0 e 


1-27- am (1+(-4)] 


Fazendo 2 = y, para X — -ос,у- 0. 


ар авн еа 


E 
3 
ARAS 
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Fazendo = = y, para X — —%, y — 0. 


1 


ЕЕ БЕО 


2 
x 
| ж 
43 
8 
s 
HP 
| 
kara s 
x 
|| 
ж 
L= 
13 
8 
=> 
P 
+ 
| 
x |o 
— 
N 


Fazendo E = y, para x — +00, y — O, 


2 


ЭН = mee] = im [e] ее 


x+4 1 qu AY 
X 
106. a) lim = im || = lim х | = 
х— +0 -3 х= ol X— З х = +00 4-3 
X 
4 
lim (1-4) " 
ARO af APRE А 
er зү a E 
dm (1-2) e 
х+2 1 142' 
X 
bi im С = um X |= lim = | = 
Хх = — x+1 X — —oo x+ 1 X —0 1+4 
: Х Х 
lim (1+2) 
х= -% Х -Że 
= - 2 
lim 2+2) e 
X —0 Х 
E 
с) li ES) - lim 222 = lim Sw = 
X —® х— —0 : x— —® 2+2) 


X 2 =e 
lim (1+2) i i 
х= —% 
X 4 х+3 4 x+3 
– 4+3 И к= 
a) LN — " aues x= 4 E 1-4 B 
X X 
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X 3 
1-2 1-2 
= lim 1 lim 1| ~ 
X — +00 d = X — +00 == 
Х Х 
x 
lim (1-4 Ea 
ВО НЕ A SML ЗИИРЕС 
im (1-1) e 
NUN x e 


y+1 W 1 V 
у+1\ у Ly 
lim | | - ЇЇ = lim - 
у- + 1y= З у= +е | Ул yes pel 4 3 
А у у 
lim (1+4) 5 
_ у— + Е B 
KEEN 
| — 274, аә 
m y e? 3 
X 
+ — 
2X+3Y afa 3) 
107. а) 251] Шил т 
к as 2x(1+ +) 
2х 
3 р зү 
TES lim Tm - 
= lim x | = == X = =e 
x— += 1 AY 5 
ES e 
1+ 2 lim та 
Х X — +0 X 
1 X 
B (2 = | ы a 0 E E 
21 E 
— —00 2 +1 cium 
Í x É > (1 + +J 
2х 
: 1: 
1р 
е EX 
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108. 


lim 
х= 0 Х 


Penas == de Eus 1) e para x — 0, w — 0. 


e2x = 


| 1 
lim = 


х— 0 


| 
E 
o 


Fazendo 2% — 1 = w = x= 


lim 3 £n 2 
м— 0 


= lim 


2 


(n (w + И P (1 + wx] 


lim 
м— 0 
2 


q.” 


(n (w + 1) 
3 (n2 
3w {п 2 


e para x — 0,w— 0. 
3 (n2 а 
w=0 1 n4 + м) 
w 


= lim 7— = lim 


wo €n (w + 1) 


lim З (n 2 
--- WO _____- 30612 


1 1 
lim Len (1 + «| tn | lim (1 + w* 


ex— 1 Х 
х-0 X 
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_ 2'п3 


(о Bra f Y 1 
= ( im, x = tm 5402 5412 


Т 


(item b) (análogo ao item b) 


Fazendo ех — е2 = y > х = «п(у + e?) e, рагах — 2, y — 0. 


lim 


ex — e? | у у 


x22 x=2 yotny+e)-2 уто fnly+e2-fne2 ` 


y 


lim — a” lim —— 
e en (15%) = TE 


е 
Fazendo 22 = w, рага у — 0,w — 0. 
Епїао, мет: 
ПИ AX E S - 
“otn(L+wW) уо 1 Wie i 
м— 0 ( ) w > üt м) w ? (n (1 + м)" 
š 2 
lim e 
м— 0 


1 
(n | lim (1 + wi 
м— 0 


lim 
уте 


ех — ea 
a х- а 


|аеп со ao exercício anterior, ет que a = 2. 


ех — ea 


Portanto, lim = ва, 
ха Х- а 
o 2° — 28 
NL х- а 
а 
олон ЯЛЫ" asp DID) 
(n 2 
i y | ytn2 
lim ————, z lm —————————— = 
2 (n (y + 23) M" 26 (n (y + 22) — (n 28 
£n 2 
; y (n2 tn 2 | fn2 
= ШИ “(үе 2а = КШ LAVA y = ШИ “Үү DE I 
y -04 DA - У E 
| 2а ) En (26 + 1) «(Ж + а ЈУ 
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Fazendo | = w, para y — 0, w— О. 


ga 
(n2 im 


im = xu —— zum 
"79 (n a + 17] > eaf im |a + y 4 


I^ 


400... aj Rb O a ies 
X -0Х 


x— 0 x 


im (n (1 + х)* = 


x 


1 
= en) im а + ф*]= бна 


Y 
6) im LETRA im E нд = lim log (tr = 
x— 0 Х x— 0 X x— 0 
Es 
= ов | lim @ + ју |- lege 
х— 0 
1 
с) lim A ы 4 (1+ 2х) = lim #п(1 + 2x)* 
х—0 Х х-0Х х- 0 
Fazendo 2x = у, para x — 0, y — 0. 
2 d 
lim (n (а +уў = tn | im [a + y] је те => 
у= 0 у— 0 
1 
dj tim CELIO үү (1 + lim log 1430 
х— 0 Х x— 0 X x— 0 


Fazendo 3x = у, para x — 0, y — 0. 


3 173 
lim log (1 + y)” = og | lim [a + y] E log e? = 
y=0 y=0 


e 


110. m Ү1—2х= lim (1-2) 
ын 


li 
x— 0 0 


Fazendo 2x = y, para x — 0, y — 0. 


m (а ур = = e 


2 172 
lim (1 — y) = lim la - y] = | 
у—0 у-0 у— 0 е 
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ANO — Continuidade 


112. 


113. 


lim f(X) = lim 323 
x— 0* x— 0+ = À lim f(x) 
х-0 


lim 10) = lim 2-2 
х— 07 х— 07 


f(x) não é contínua em x = О. 


f(-2)=4 
lim х) = lim ——- = lim (x-2)=-4 
Иа. dc ку > lim 10)=-4 
. _ 2 А . _ 2 == 
MSN A 


шј f(x) = f(—2). Portanto, f(x) пао é contínua em x = —2. 
шэг 


{1) = -2 
= x2 
lim f(x) = lim = lim [—(1 +x)] = —2 
х= 1t х—1+ X— 1 х— 1+ А 
me => ЛД f(x) = —2 
lim f(x) = lim Х lim [-(1+x]= -2 
х= 17 х-1-Х-1 х= 17 
ША f(x) = f(1) 2 f(x) é contínua em x = 1. 
3-5 
{—1) = 1 
3 
lim (х= E = jm be Edd 
x=-1 xo XxX +HÍ x=-1 А 
з + m. tos 
„то = im ^ = lim (2-x+1)=3 
lim f(x) # f(—1) > f(x) não é contínua em x = —1 
(-2D)=3:(-2)+2=-—4 


х— —2 х=-=>2 


lim 10) = lim (–2Х) = +4 
х— —27 a 


lim f(x) 


х==—2 


lim fx)= lim a | 
+ + —1 


Portanto, f(x) nào é contínua em x = —2. 
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b) f(1) = 12+4-1-5=0 
lim f(x) = lim (2 — 3x+ 2) = 0 | 
х= 17 х- 17 


= lim f(x) = O 
lim f(x) = lim (x2+4x-5)=0 
х— 17 х— 17 


х-1 


lim f(x) = f(1) > f(x) é contínua em x = 1. 
х-1 


= lim f(x) = 2 


x— 4 


lim f(x) = lim (3x— 10) = 2 
х— 47 х— 4+ 
lim f(X) = lim (10 — 2х) = 2 
х— 47 х— 47 


m f(x) = f(4) = f(x) é contínua em x = 4. 


= lim f(x) = 1 
1 


х— 


lim f(x) = lim (2х2 – Зх + 2) = 1 
=" х- 17 
lim х= lim (2-x)=1 

Ло x— 1” 


х— 


im. f(x) = (1) = f(x) пао é contínua em x = 1. 


114. a) КО) = 
| зеп Х | 
x—-0* X | зеп Х | 1 
. зепх х-0 X 
lim = 
x—-0- X 


b) f(0) = 0 
iii 1 — cos x _ fs (1 — cos Х)(1 + cos x) _ € 1 — соѕ2х _ 
х = 07 Х x= 0+ X(1 + cos x) x— 0+ X(1 + cos x) 
sen2 x . Sen2x Х тээг” 2. 
х 0+ (1 + cosx) _ Ш" xX (1+ соѕх) | ae ш E Es 
lim f(x) = КО) = f(x) é contínua em x = 0. 
ХО; 
с) (0)=1 
п 1—cosx _ Ба (1 — соз х)(1 +cos x) _ йн sen? х Р 
х— 0" Senx x—0* sen х(1 + с05 x) х — 0+ Sen х(1 + cos x) 
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Ш senx mo s Бе” 
^ x—0* 1 + COS X 9 ЛА n 9 


Lun f(x) = КО) => f(x) não é contínua em x = O. 
x 


d) f0)21 
- = 
m X=senx _ | x)_ 
x—0* X+senx  x—o0* - — 
2 
(1- sen “as sen x) 1- (528 +) 
X x x 
х—0 (1 senx) x— 0 (1 3 
X 
=0= lim f(x) = lim f(x) 
У 
lim f(x) = КО) = f(x) пао é contínua em x = O 
s 
115. а) f(2) = 0 
А o 3(x + 2) 
ао e r^ тын 
Bo Bata | [= й) = +e 
К Жз; qa ct i 
lim f(x) = f(2) > f(x) пао é contínua em x = 2 
ус 
b) 1) = 2 
| x-1 _ . xt1 ,  , _ 
x pc xe к х-1 — 5 Го) = zm Је 


j ie 


lim 
х—1* ka gc 


lim = lim —— = += хэс: 
х— 17 k-= a] 1 x=4- =x=1 


lim f(x) = (1) > f(x) пао é contínua em x = 1. 
xs 
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2 = 
im e = куш 
шиш гэн ца > lim 0ф--1 
шй ES O 4-6 a x 
x— 27 х- 2 х— 27 


b) fl)-a 
ПЦ ВИ = Hi 
ETE = y2 — е 

x= 12 L= «os X +X+ 1 3 — lim lides 

-1 1 x— 2 3 


y Eus p= ere 
х-1-1-3Х) х—1-Х°+х+1 3 
f(x) é contínua em x = 1 se ш 10) = 1) а = -1. 
xc 
с) (44)-3-44а-12-а 


Ax mE 02 1 1 


lim = lim = — 
xc4 Х-4 х-4 үх+2 4 э12+а=тәа=-®- 
lim (Зх+а)=12+а 
х 47 
lim f(x) existe se lim f(x) = спас e, nessas condições, а = 285. 
x— 4 х— 47 4 
A função f(x) é contínua em x = 4 se ША f(x) = 1(4) > a = A 
Xs 
d) f(0) = 
Е ТРИЯ 42 dm (xx 2 - N2) x 2 + (2) 
x 0+ – 0* х(үх +2 + 42) 
i. 232 
© Үх+2+у2 4 

lim WA – 4x+a)=a 
х— 07 

lim f(x) existe se lim f(x) = lim ние 

x O х— 0" х— 07 4 

Рага а = a lin f(x) = КО) e a Типсао é contínua. 

x 
e) f(0)=a 
a Nx+1-1_ и (рова ae + \х+1+1) _ 


Хе " ши Хх +1? PEE 
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1 1 
lim ра === lim f(x) = lim f(x) 
o Мх+1?+х+1+1 3 х—0- x 
Portanto, lim f(x) = f(0) > a = ET 
x—0 3 
117. КО) = cos a sen x 
tg x : Cos X | 1 1 


lim = —=—— — = lim === === 
х— 0" Sen2X x—o* 2senxcosx  х— о 2с05:Х 2 


= lim х) = lim f(x) 
х— 07 х— 0 


f(x) é contínua ет x = 0 зе ин. f(x) = КО) => сова = T 
xS 
32=+3+2km,keZ 
САРЇТЛО У! — Derivadas 
148. ro im DECS үү = раја 
х— 2 х- 2 х— 2 х- 2 х— 2 
ла, _ |. Х2-25-5-38  . (к 3D _ Е 
119. #01) = im р - im ру = т (+3) = 4 
120. feie im 131. qa (2-х+1) =з 
1 х--1Х41 х= -1 
121. f()- tim A+A f). 4, A+A- 
Ах— 0 Ах Ах—0 Ах 
1-Ах-1 
= | = | == = | 1=1 
Жой Ах 22:50 Ах us 
um onu 80-29-80 — АХ] 
122.  f(0)- lim LE lim ^ 
Temos, entáo: 
im Al- im 4 
Ax—0* АХ Ax—o0+ АХ T |Ах| aro 
|Ах| -Ax _ mM AX T (0) 


i == 
ax— o АХ  ax—o- Ax 


123. r(z)- im —— 


8 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO РАНА О PROFESSOR 


"M 4 2 2 
i а Ах i 
sen 8 
= lim -зеп(® + SE). E LEES 
x— 0 4 2 Ах 4 2 
E 
124. f'(1) = lim Nx -Ү1 = lim (Vx — 0х + 1) = | 1 1 


Im = 
xci X-1 x=1 (х— 104 +1) х-134х-1 2 


GEO 9082 925+ 41) 


125. (2) = lim —————= lim. ж == 
хе2 X-2 х-2 (х 2) 0 + N2x + ЧА) 
х=2 42 N2x {а 3V4 
5 5 5 
Es ИН па ЕЕ 
д-0 Х- 0 Ax— 0 X Ax— 0 А4 
Portanto, nào existe f'(O). 
127 = х= e 
| u "^ [-х, ве х < 0 
Assim: 
xx -0 _ m = = lim x= 0 
аа аы #00) = 0 
2 > = 
tim XA z ЕЗЕ lim (=x)=0 
x— 07 х= 07 х= 07 
130. а) {х) =х+1 
xo = 3 = 3) = 4 = P(3, 4) 
"ГЭЭР ЭН Е RES 
Е жек” ты. 


у-4-1Х-3)-у-х-1 
b) (х) 2 х2 — 2x 
X% = 1> 1) = -1>P(1, -1) 
sou = 2%+1 _ (к= 12 _ 
Ш ар гт ^ 
y+1=0(x-1) = у= –1 
с) f(x) = sen x 
xo = 0 = 60) = sen 0 = 0 = P(0, 0) 
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зепх – 0 sen x 
#(0) = I = | e 
(0) xcd х- 0 x— 0 
y=0=1(x-0)>y=x 
A 
d) f(x) = = 
«-128)-i-i2Pü 1) 
ча зр 
rd) ҮШ ха = шү, | 1) x— 41 X == 
x1= 7 
у-1--1Х-1)-у--х-2 
e) f(x) = Vx 
Xo = 4 > f(4) = 2 > P(4, 2) 
f(4)= lim (pes lim Nx - 20x + 2) _ lim 1 231 


ха Х-4 xa к Д +2) х-44х-2 4 


f fx) = \? 
f'(2V2) = зена 
А – Va) + Маха + Voal + 2/2). | 


(2 - 8)(Х + 242) 42 42 


= lim. уза == 
к= => (2 – ala + (во + ел) 474+4 3 
Então: y – 2 = 2 k- гүз) o y 2 2. 
3 3 3 
d a 
фу стау | ES ша 
132.  s'()- s(3)- lim ——š = lim = 79 
velocidade = E m/s. 
28 
511+ ——J(t-5 
134 v'(to) = у'(5) = lim 5t + 3t+ 2-142 _ lim | 5) ^ 
| 0 C“ 4-8 t—5 au t-5 Š 
28 А 9 
- 18 а и 53 = aceleração = 53 m/s”. 
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136. a) fx) = c : x" 


Ay _ c(x + Ax)” = cx" _ 
Ax Ax 


Ax 


= (tete (Doct ae (Spec n + T «(Sami 


138. =е 


E = i Ay = 5 n n-1— x n-4 
"д = dm Ace (pet eim 
g(x) = tg x 
sen Ах 
Ay tgx+ Ax) — tgx _ cos(x+ Ax) со5х — 
Ах Ах Ах 
_ sen Ах . 1 
Ах cos (x + Ax) · cos x 
Чур: jm ВУ а + = шар? 
8 (x) 2. Ах U costx 99€ X 
h(x) = sec x = 
COS X 
1 ИМ! COS X — COS (X + АХ) 
Ay _ cos(x+ Ax) cosx _ cos(x+ Ах): cosx _ 
Ax Ах Ах 
2 зеп E - sen = 
-— Cos(xtáx-cosx г 2 _ 2 
Ах Ax cos (x + AX) cos x 
2 
(uc um АУ. senx _ бөх 1 _ | 
nO = imo AX cos ox cosx cosx С^ 80% 
хо = 2 > (ху) = e? > Р(2, e?) 
f'(x) = ex = f'(2) = е2 
y-e-e(x-2)2ex-y-e-0 
у = е2х – е? 
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= 14 
v(t) = s'(t) = 4t? = v(2) = 32 m/s 
a(t) = v'(t) = 12t? > а(3) = 108 m/s? 
v(t) = 108 = 413 = 108 = t = 3s 


alt) = 48 > 122 = 485 t = 2s 


AUD — Regras de derivação 


144. а) f(x) = (32 + x)(1 + x + x3) 
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f'(x) = (6x + 1)(1 + x + x9) + (32 + х)(3х2 + 1) = 
= 15х°* + 4xŠ + 9х2 + 8x + 1 
f(x) = х2(х + х4)(1 + x + x3) 
f'(x) = 2х(х + x*)(1 + x + х3) + х2(1 + 4Х3)(1 + x + х3) + х2(х + ха )(1 + 3x2) 
f'(x) = (2x2 + 2x8 + 4х° + 2x8 + 2x8) + (x2 + x3 + 5x5 + 4x0 + 4x8) + 
+ (х3 + 3x5 + хе + 3x8) 

f'(x) = 9x8 + 7xŠ + 12x° + 4xŠ + 3x2 
f(x) = (2 + Зх + х2)° 
(х) = 5(х2 + Зх + 2)“ (2x + 3) 
f(x) = (2x + 3)52 
f'(x) = 52(2x + 3)51 - 2 = 104(2x + 3)51 
f(x) = xŠ · ex 
f'(x) = 3х2 · ex + xŠ · ех = (x3 + Зх2)ех 
f(x) = x · ex + cos x 
f'(x) = 1: е + x: eX — sen x = eX1 + x) — sen x 
f(x) = х“ - а2х 
f(x) = 4x3 · a? + x^ - 2a2X. «па = 2а2%3(2 + x £n a) 
f(x) = e% 
f'(x) = 3e* 
f(x) = eS%+ 1 = eX. e 
f'(x) == бе? . е + ex. 0 = 5.e5%+1 
f(x) = cos? x 
f'(x) = 5 cos4 x · (—sen x) = —5 cos? x: sen x 
f(x) = sen” x - cos? x 

= 


= 


u V 
f(x) = 7 sen8 x : cos x · cos? x + sen” x · З cos? x · (—sen x) 


u' V и v 
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x) = 7 sen x cost x — З sen? x cos? x 


f( 
f(x) = sen? x cos? x(7 cos? x — 3 sen? x) 
) f(x) = а sen x + b cos x 

f'(x) = a cos x — b sen x 


145. f(x) = (sen x + eJ? · (cos x + x3? 
u = (sen x + e? = и = 2(sen x + ecos x + e) 
v = (cos x + x3} = у = 3(cos x + x3}? (—sen x + 3x2) 
f'(x) = им + uv! 
f(x) = 2(sen x + eJ(cos x + eX[cos x + x3)? + 
+ 3(sen x + е*) (соз x + x3)(—sen x + 3x2) 
f(0)=2:1-2:14+3:1:1-0=4 


146. f(x) = (3 sen x + 4 cos х); xç = т 
Қт) = (3 sen т + 4 cos a)? = (—4)° = —1024 
Portanto, o ponto de tangéncia é P(m, —1 024). 
f'(x) = 5 · (3 sen x + 4 cos х)“ · (3 cos x — 4 sen x) 
(т) = 5 · (-4)- (-3) = – 3840 
Então: у — (– 1024) = – 3840(х — пт) > у = – 3840х + (3840r – 1024). 


147. s=a:et-cost 
x y 
5 = v = a(xy' + xy) 
x= е"! =cost (=—v=al[e(—sent)+(-e- t) cos t] 2 
х= -e^ | у = -sen t | > V= ~a: et (sent + cost) 
ү = a = —a(xw' + x'w) 
x-et М = веп 1 + cost [= а = —a[e (cost — sen t) + 
ot ЭРЛЭГ ЛЭГ (се У(вепї+ cost] => 
= а = 2ae t sent 
149. а) f(x) = 2 = 2x77 
#(х) = 2-(-7):x 85 f'(x) = 14: х 8 
b) f(x) = 3x5 
f(x) = 3-(-5)-x OS Ро) = —15 x 6 
1 
оң xX+x+1 
ma 0:(2+x+1)-1:(2x + 1) Hanc 2Х% É 
Fig (x? + x + 1)? di ја (x? + x + 1)? 
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d) f(x) = 5-1 
: _ Ax 1)-1x+ 1) __ 2 
=>“ к 1р 


Xp S х+2 
e) f(x) = L= Ы x+1 


ке) = 10 + у: (x+ 1)- 1(x+ 2) 


| MANUAL 


5x2 + 6x+ 5 
Rar 


(x= 2)? 


di (х = 1? (х + 1? 
Mo 4 -1 | -4(x+ 12 — (x – 172 
=p (хаар [х = Da+ DP 6 
2 
5 100 = Х — 
ra (2x+ 3)(х – 2) – (х2 + 3x + 1): 1 _ x2-4x-7 
A а — DD 
24 
g) бд = E 


u(x) = x2? · sen x v(x) = ex 
и'(х) = 2x: sen x + х2 · cos x | v'(x) = e 


(2x · sen x + x2 · cos х) · e* — ex · х2 · sen x 


f'(x) = 
(x) (ёр 
, e[2x sen x + х2 cos x — X? sen x] 
19 = = 
(е) 
| х(2 sen x + x cos x — х sen x) 
L л 
Cos x 
h) f(x) = == 
) f) = е 
u(x) = cos x u(x) = хех 
и'(х) = —sen x |u'(x) = ex + x: ех 
| —хе* sen x — cos x(e* + хех) 
to = — aa 
(хе) 
А —eX(x sen x + x cos x + cos x) 
A-Ma 
x? · (ех) 
: X(sen x t cos x) t cos x 
t= De 
x-e 
cos x 
150. a) f(x) = cotg x = 
sen x 
TE —sen x: sen Х — COS X: с05Х _ ѕеп2х + cos? х 
sen? x 
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1 
f'(x) = ——=— = —cossec? x 
sen“ х 
b) f(x) = sec x = 
COS x 
Рбд = O:cosx— 1-(-senx) _ зепх _senx 1 — 
cos2 x cos?x  cosx cosx 
= tg X: sec x 
c) f(x) = cossec x = 
sen x 
pag a ЕН ора 0 1 _ 
sen? х sen? х зепх senx 


= —cotg x · cossec x 
d) f(x) = tg? x 
f(x) = 2-tgx- (tg x)' 


, [Senxy _ cosx-cosx-— sen x(—sen х) _ 
(ex = (совх) ^  cSgx 
cos? х + ѕеп2х _ 1 
cos2 х cos? х 
1 2 sen x 
Portanto: f'(x) = 2- tg x: —5— = ———ou 
(9 8X cos? x cos? x 
1 
f'(x) = 2 - tg x: —— = 2 tg x- sec? x. 
(9 8X Cos? х 8 


е) f(x) = sec x — tg x 
f'(x) = (sec x)' — (tg х)' 
(sec x)' = tg x · sec x (item b) 
(tg x)' = sec2 x (item d) 
Portanto: f'(x) = tg x · sec x — sec? x = sec x(tg x — sec x). 
f) f(x) = (x2 + 1) tgx 
— 


u v => f'(x) = u'v + uv' = 
и= х2 +1 |v=tgx = Р(х) = 2x- tg x + 
и' = 2x v' = sec? x (item d) ) + (х2 + 1) · sec? х 
g 10) = —— 


sen x + cos x 

u= tg x v = Sen x + cos x 

и' = sec? (item d) | v = cos x — sen x 

sec2 x(sen x + cos x) — tg x(cos x — sen x) 
(sen x + cos x)2 


= f'(x) = 
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ex р | _ | е* е* \' 
"J nm Esa 


_е*\' _ ex: tg x — ex: sec2 x 
E (tg x)? 


to) = 2. (E) etg x — sec? x) 
Portanto: f'(x) = 2 E 3 (tg x)2 
! Ш 2e2x E 2 
FO) = тату 08 Х — sec? x). 
1 
НА, qe "ои 
4-1--142-0224 "| É E 
e e 
Род = —р +esf(-)=-1+55f(-1)= : ^ 


Então, temos: 


y (ES) E «n2 a 25 


sy=(E-a)o+2) 


152. 100 = 5 + е *+ sec? x [xo = 2) 
| 2 
U= gelo 
у-еёХ-шу--ех = 
w = sec? x > w' = 2 · sec x · (sec x)' = 2 tg x · sec? x 
= 100) = –- – e™ + 2 18 x: sex 
p 2 25202 paa ОВЕ 
4) Tne т 
4 ES 
x? 
153. уто л 
à О + 1) — 2x ‚_ — г. 
VOC tera C?! tera? 
x2 x? 
b) lim = = lim ——— = lim Ed 
— + T — +00 — +0 
x— +00 X al) ieu 
X X 
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c) Ponto de tangéncia: (Xo, Yo). 


x? х ха 
бод = 24129) = 77 >> 12 оч: 
0 0 


2x 2х 
(х) = —— > f'(Xy) = >> 
( ) (х2 + ар ( о) (ха 
Equacáo da reta tangente: 
La ха = 2х0 
y = Yo = fo) — Хо) > y — 21 (2+1) (x= Xo) = 
2 


ар poer "m 1 
Сото а reta tangente deve passer por (O, О), entáo vem: 
2x Х 
E (ха "EL (Xo) + ха x 1 
2x5 _ ха 
(ха + 1): ха+1 
Essa igualdade vale рага xo = О, о que implica yo = О. 
Se xo + O, entáo temos: 
2 
ха + 1 2 
Entáo, os pontos do gráfico em que a tangente passa pela опвет 


зао: (0, 0), (-a, 5) е (2, 5) 


155. а) Кх) = зеп Ах 
y = f(x) = 4x e z = g(y) = sen y > у = 4е z' = cos y 
Р(х) = у' 'z' = 4 : cos y = 4 · cos 4x 
by Faye E 
y = f(x) = 7x > у = f'(x 
z = g(y) = cos y = z' = 


—y- 


= 1= xó =1= xo = +1 = yo = 


) 
E a —sen Ян 
= (cos 7x) = (х) · g(y = 7 · (—sen y) = —7 · sen 7x 
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F'(x) = (—7 sen 7X)x — 1 · cos 7x 


x? 
Е'(х) = —(7х зеп ~ + cos 7х) 
с) (х) = a: sen bx 
y = f(x) = bx > y' = f'(x) = b и 
z = gly) = sen y = z' — g'(y) = cos y | => (sen bx) = b cos bx 
Fx) = a: b · cos bx 
d) Ко) = cos (32 + x + 5) 
y = f(x) = 3x2 + x + 5 = y = f'(x) = бх + 1 
z = g(y) = cos y = z' = g'(y) = —sen y 
Е'(х) = f'(x) · g(y) = (6x + 1)(—sen y) 
Fx) = —(6x + 1) · sen (32 + x + 5) 
e) F(x) = sen ех 
y = f(x) = & > у = f(x) = ex 
z = g(y) = sen y = z' = g'(y) = cos y 
F(x) = f'(x) - g'(y) = ех · cos у = ех · cos ex 
f F(x) = x + 3: tg 4x 
y = f(x) = 4x => y' = f'(x) = 4 Mes 2 
z= ву) -tgy oz 2-5 (tg 4х) = 4 ѕес 4x 
Е'(х) = 1 + 12 sec? 4x 
5) F(x) = asenx 
у = f(x) = sen x = у' = f'(x) = cos x 
z = g(y)= ay oz = р'(уу= а «па 
Е'(х) = f'(x) -g(y) = cos х · ау · (na 
Е'(х) = азепх . cos x- (na 
h) F(x) = cotg (3x — 1) 
y = f(x) = Зх – 1 > у = #(х) = З 
= g(y) = cotg y = 2' = g'(y) = —cossec? у 
F'(x) = f'(x) · 8 (у) = —3 cossec? (3x — 1) 
) F(x) = ах? + 5x+ 1 
y = f(x) =x2 + 5x + 1 = y' = Р(х) = 2x + 5 
z = gy = Y => = 8 (y) = ау · (па 
Р(х) = Р(х) - g'(y) = (2x + 5)- ae + 5+1. (па 
j) РО) = tg (cos x) 
y = f(x) = cos x = y' = f'(x) = —sen x 
2 HE 2 2 E 2 
z = g(y) = tg y = z' = g'(y) = бабу У 
F'(x) = f'(x) - g'(y) = —sen х · sec? (cox x) 
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156. 


157. 


158. 


161. 


k) 


F(x) = tg? 2x 

y = f(x) = 2x > f(x) = 2 

ie m s í 
Е'(х) = f'(x) - g'(y) = 6 tg? 2x · sec? 2x 
F(x) = esen 2x 

y = f(x) = 2x = у = #(х) = 2 

7 = g(y) = sen y = Z' = g'(y) = cosy 
t= h(z) = его = h'(z) = е? 

F'(x) = f'(x) - 8 (y) - h'(z) = 2esen2x - cos 2x 


f(x) = cos? x + sen? x lo = 3) 


f'(x) = 3 cos? x · (—sen x) + З sen? х · cos x 


f(x) = 


f(-2) = 


i 


T|. 32.0./— 4. 121. 
3-3 0-0-4) а ка оәг(®) 0 


у= g(x) = х2 + 5x = у = g'(x) = 2х + 5 
z = h( 


y) = ev z' = һу) = ё 


x) = 00 у) = (2x + 5) - e 5 


(2(—1) + 5)e? + 5-1 > f'(—1) = 3. e-^ 


ex + e™ 

2 

е“2 + e? (=> е2 + : 
2 , 


Derivando, vem: 


f(x) = 


X — ax -2 _ 2 
е " = f'(-2) = É е 


А equacáo da reta é: 


Eee je e 
- e E [ju el 


-2 — al -2 — al 
-[ шан e 


б) =n: 07 (xe 2 


Р(х) = n: x} 1. lnx ++ x" 1— f'(x) = хп 1. (п: (nx + 1) 
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с) f(x) = (ах + b): (n x 


Рој =a: (nx + (ах + b) 2 
d) f(x) = sen x · (n x 

f'(x) = cos x- £n x + SEX 

in „905 Х | (£n x): sen x 
ale ÓN cos? x = 
Pig rS иу сеп 
X · COS? x 

f) f(x) = (n (ax2 + bx + c) 

ma 2ax+b 

ДА а рх Е 
g) f(x) = (n (sen х) 

бор COS x _ 

TO= X cotg x 


h) f(x) = log, log, x 
| 1. 
y = log, хе y BETTA 


z = log, y = z = Упа 


E 1 1 ei. 1 
Г = Xn b yina 7109 = Лов, x tna inb 


Observando que log, x : (n b = (n x, vem: 


1 


O mx ena: 


le 


N 


162. е) (х) = Vx Vx = УМУ = Nhà = Nx = x 


1 — Я 
fr) = =x 2 = 
цагг 2Nx 
1 
g f(x) = Мах + b = (ах + b)? 
гр аа b) 2. а => "од = ——©— 
2 2Vax + b 


1 
i) 10) = Ма + Бүх = (а + үх)? 
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чуу = = з. «AD + _ 
A e 


2 
4Nax + bx? 


1 
i ax? + bx + clz 
cx? + bx +a 
гу = 2. ax? + bx + cy 
2 \сх2 + рх+а 
‚ (ax + 0)(сх2 + bx + а) – (2сх + b)(ax2 + bx + c) 
(cx? + bx + а)? 


š (ax? + bx + 9? шахаа 


(а — сј[ох2 + 2(a + c) x + b| 


2Wlax? + bx + с)(сх2 + bx + aj? 
f(x) = (x2 + 1): V3x + 2 


f(x) = 


u V 
u=(x2 +4) [v=vV3x+ 2 
w=(x) |„_1. 1% 2 
2 үзх+2 
3 3(x2 + 1) + 2x · 2(3x + 2) 
Р(х) = (х2 + 1): == = 2xN 3x + 2 = — —— — + 
2ү3х + 2 2N3x + 2 
гу = 45% + 8x + 3 
2N3x + 2 
f(x) = cos Vx 
1 
у= Vx >y === sen Vx 
ox => Р(х) =ус2 = =—— 
| (х) = у ЭХ 
z = coSs y > z' = —seny 
1 
Ш 1+x _ 1+х\5 1,(1-х 
f(x) = {п E = (Ех) -$ =) 
_ 1+х - 
= <A (1 — x? 
z= туз = 2 
y 
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RR 1—х =A 
9 = ита +) 1-3 


t) 10) = log, М1 + x 


1 
y=V1+x=>y' = ——— 
2N1 + x 


y {na 

2211-2231 . 
241+х 1 +х: па 

1 

2(1 + х) (na 


z = log, y = z' = 
Р(х) = yz 
f'(x) = 


163. а 


— 


f(X) = arc sen 3x 
у = Зх > у = З 


z = arc sen y > z' = 


b) f(x) = arc cos x3 


у = xŠ = y' = 3х2 is ax? 
—1 > f'(x) = ————— 
z = arc cos y > z' = ——— 41 — x6 
ү1 = у? 
б) 109) = arc tg 2 
pina 1 : 
гы = -—— _ 
z = Б у 22 — 9705 ра = 1) m 
ү1 + y? 
aL 
ва: эн хе + 1 
3 
Vx 
g) MIS аге sen x 
3 1 
u= Wx > u' = == 
з 32 ES 
v= aro senx= v == 
=X 
ia A E 1 
100 = 3372 arc sen х Vx 5 


(arc sen x)? 
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1— x2- arc sen x — Vx 3 V2 
= f(x) = 3 2 үа = х2 ЭР 
(arc sen x)2 


1 — x? · arc sen x — Зх 


3 8be(1 — x) - (arc sen x? 


f(x) = x · arc sen х2 — eX 
B => f'(x) = а — b' > 
а = x : arc sen x 
b = e? 
а = х · arc sen х2 
u=x=>u'=1 
v = arc sen x2 
у=х = у = 2х 


1 = м=у-2 = ——— 
sn y N1- x4 
1-y 
Então: 
! ! ! ' De 2 
а = uv + иу > а = ——— + arc sen x 


= 


= 3 Maa 
pue cic —b'-2p'-q'ob'23Q2-.e 
Portanto: Г(х) = —2 + arc sen х2 — 3x2 · eX 
| N1- x | 
E X 
f(x) = arc cos ё 
1 1 
——.е*— үх ce e = 3 
_ Ух so NX _ _\2үх _ 1-2 
иас. (e*? (e? 2e Vx 
ESC A A хар 
jy 1——— үе“ =x 
e2x 
f'(x) = y „_ A 2x ce o 2x1 
2e x Мех—х 2Ухе2* – x? 
TE arc sen x 
arc cos х 
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| arc sen х 
arc cos x 


1 arc cos x + arc sen x 


T ls = Жеб ac sen x 
1 — х Y1 — X?- (arc cos x? 


u = arc sen x => u' = 


= 
v = arc cos X > м = ——— 
М1 = х2 
РЕ, _ агссоѕх “arc cos x + arc sen х 


arc sen x + arc cos x 
1 — x? · arc sen x : arc cos x 


f(x) = x: МХ + 1 (xo= 3) 
f(3) = 3 - 2 = 6 > P(3, 6), ponto de tangência 


— 3x + 2 11 

f(x) =Vx+ 1 + a = f(x) = > f(3) = 

» E 75774 
Ec _ 31 9 

– б= = 3) y= RO 2 


Uma reta 6 рагајеја ао еїхо dos х se о seu coeficiente angular é 
igual a zero, isto é, f'(xo) = О. 
Assim, vamos derivar f(x) e obter o ponto xo. 


= X+ 
үх = 1 
u=x+15uU'=1 А | 
1 py е E X3 
v = Vx 1 > v' = ——— V Му 42 
24х-1 ке 
f'(x) =O & хХх,-3-00:Х0-3 
Então, f(xo) = (3) = 2V2. 
O ponto procurado é (xo, yo) = [3, 242), 
а) f(x) = (sen xj? 
u = sen x = u' = cos x 
v = х2 = ү = 2х 
f'(x) = (sen x)* - рх · £n sen x + x°: as 
sen X 


f'(x) = (sen x) · [2х · £n sen x + X? - cotg x] 
b) f(x) = x? 

u=x=>u'=1 

у = ХЗ > ү = 3х2 
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f'(x) = x". ES Vox У L 


f(x) = хе - [3x2 - (nx + х2] > f'(x) = х + 2- [8 £n x + 1] 


[ore = 00% Je mee Е 


= f'(x) -(х)”-ёх- Ë х + i 


e 


f(x) = (е*у® 3x 

u=e=>u'=e* | 

v = tg 3x = v' = 3 sec? 3x 
x 

= f'(x) = (ee. Е sec? Зх · (n ех + tg Зх · El Ян 


> f'(x) = (ee 3 . [2x · sec? Зх + tg Зх] 


172. а) v(t) = S'(t) = –ао sen (ot + q) 
р) м(0) = —ao sen q 
с) a(t) = v'(t) = —aw?cos (ot +e) 
d) о(1) = —aw? cos (w + q) 


173. у = А зеп Кх 
у' = Ak cos kx 2 у (0) = Ak = 12 (1) (A>0=k> 0) 
y" = —AK? sen kx 
у'' + 4y = О © —АК? sen kx + 4A sen kx = О > k? = 4 k- 2 (2) 
Substituindo (2јет (1), vem: А = 6. 
Então, А = бек = 2. 


071: 81803719 — Estudo da variação das funções 


175. 5) =0ef(1)=0 


6x? — 16x + 9 
(Зх — 4)? 
Como f(x) náo é contínua para x = 
de Rolle: 
existe с E I tal que f'(c) = О. 


f(x) = 


e 


о|ь 
09 | 5 


& |, então vale o teorema 


176. 4–3)=(–3)+3=0 
(7)=7-7=0 
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гү) = 1sex<2 
О) = | 4 sex>2 


Como f(x) пао é derivável para x = 2, que pertence ao intervalo |, пао 
vale o teorema de Rolle: nào existe с E I tal que f'(c) = О. 


177. fí-1)=1-1=0 
121-120 

2 

1) = | 4 _ xsex>0 


P = 15ех< 0 
(=| =4sex>0 


Como f(x) пао ё derivável рагах = O, que pertence ao intervalo |, пао 
vale o teorema de Rolle: nào existe c E I tal que f'(c) = О. 


179. f(x) = x2 — 6x + 8,1 = [2,4] 
f(x) é contínua e derivável ет R e, portanto, em l. 
f2) = 0 62) = 4 
(4) = 07 12) = 14) 


Seja с € |, tal que (с) = О. 
Ї(їх)-2Х-6-1(0)-20-6-0-с-3 


180. f(x) = x? — 2x? — x + 2, | = [—1, 2] 
f(x) é contínua e derivável em R e, portanto, em l. 
f(-1) = f(2) = 0 
e плане поа 1 Ё “7 
f(x) = 3x? — 4x — 1 > f'(c) = Зс 4c— 1 020c0-—3— 


181. f(x) = x3 — 16x, I = [0, 4] 
f(x) é contínua e derivável em R e, portanto, em l. 
КО) = f(4) = 0 
Seja с € I, tal que (с) = О. 
f(x) = 3x2 — 16 > f(c) = 322 — 16 = с = pa 
183. f(x) = x? + 2x — 1,1 = [0,11 
f(x) é contínua e derivável ет R e, portanto, em |, e f'(x) = 2x + 2. 
Ainda КО) = —1 e f(1) = 2, isto é, f(O) = f(1). 
Então: 


184. бх) = 42,1 = [0,1] 


f(x) é contínua e derivável ет [0, 1] e f(x) = 2 


3Nx 
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185. 


186. 


188. 


189. 


190. 


192. 


f(0) = 0 
э "|> по + [(1) (2º caso) 


f(x) = V100 — x2, I = [—8, 6] 


: =X 
f(x) é contínua e derivável em le f'(x) = ==. 

100 — х2 
Вв во =C E d ds 
f(6) = 8 /100—с2 6+8 7 


= –7с = V100 — с2 => с = +12 


х2 + 4х 
fx) = ==> [2,6] 
2 — = 
f(x) é contínua e derivável em | = [2,6] e f'(x) = 2 р == 2 
f(6) = 12 = f(2) 

Аал С2—20—4 12-12 _ 2. 1 
Ene Tie equ -—6-2- = 05 с2 – 2c- 4= 0 > 
= с– 1 + 5, 

Сото с = 1-V5€ |, então с = 1 + V5 é a solução. 
f(x) = o пао é contínua para x = 3, que está em I = [1, 6]. 

— s Go 2 Р _ 4 : Ш 
f(x) = SÁ não é contínua para x = 3º que está ет | = [1,2]. 


год =| 3sex<1 

—3sex>1 

f(x) não é derivável para x = 1 (embora seja contínua nesse ponto), 
que está no intervalo | = [—2, 4]. 


a) f(x) = 2х3 — 15x2 — 84x + 13 
f'(x) = 6х2 — 30x — 84 = 0 @ x < —2 ou x > 7 
b) gx) = 2cos x — x + 1 
g(x) = —2 sen x – 1 
g'(x) = —(1 + 2 sen х) = 0 > 1 + 2 senx = 0 > senx = - 15 
-4Д + 2km < x 257 + 2k (k € Z) 
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с) h(x) = sen x — cos x 
(x) = cos x + sen x 
( 


h 
hx) = 0 => cosx + cos (5 — x)= 0 => 
= Ү?-соз{х-Ж)|=0ә-+2Жт=х-® 


Entáo: == + 2кт=х= == + 2Кт. 


ix) = [Ix — 1l 
Construindo a tabela, podemos ter o gráfico de i(x): 


g 


=x-—1,x< 1 
x+1,-1=x=<0 
=x+1,0<x<1 
х—1,х>1 


-1,Х-1 
1,-1=x=<0 
—1,0«x«1 
1,х = 1 


Então: i'(X) = O para -1 < x < 0 ou x > 1. 


Assim, temos: i'(x) = 


194. a) f(x) = 3x! + 4x3 — 12x? + 1 
f'(x) = 123 + 12x? — 12x 
f(x) = 12x(x2 + x – 2) 
Estudando o sinal de х2 + x — 2, temos: 
X2+x— 2 = 0рагах < –20их = 1 
e 


Assim, temos: 


(x + x = 2) 


(12x) 


12x(x2 + x — 2) 


Portanto, f'(x) = O para x < —2 ou 0 < x < 1. 
b) g(x) = ex — x 
gx) = е*— 1 
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195. 


196. 


197. 


198. 


g'(x) =0=5e-1=<0>e<1>fn'=<fni>x=0 


3 1) — (3 2 5 
h'(x) = = и = rip h'(x) 2 0, Vx €R - (-1) 


Entáo, h(x) é sempre crescente. 


d) i(X) = arc sen x 
i'(x) = = => (х) = 0, Vx E R — (1) 


Então, (х) é sempre crescente. 


f(x) = xŠ – 9х2 + 15х — 5 

f'(x) = 3х2 — 18x + 15 

f'(X) ё crescente para x < 1 ou x > 5. 
f( 


Xx > —1 => x > —1 (crescente) 
х3 < —1 = x < —1 (decrescente) 


f'(x) = 5x4 — 25x? + 20 

Fazendo x? = у, temos f'(y) = 5y? — 25у + 20. 
Calculando as raízes, temos: y = 1 ou y = 4. 

Assim: х2 = 1 >x = +1ех2 = 4 > x= +2. 


(2-1) x 


02-04) 


f'(x) 


f(x) é crescente se f'(x) = 0: x 20u-1=x=<1o0Uux= 2. 
f(x) é decrescente se f(x) < 0: -2 < x < —1 ou 1 < x <€ 2. 
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f(x) é crescente se f(x) = 0: x < —1 ou x = 1. 


f(x) é decrescente зе f(x) < 0: —1 < x < 1 e x # 0. 


(Х) ) = хү9 – х2 
– 2х) _ 9— 2 


= ү9 – 2 + f(x) = == 
I 27 29-3 ` 4 49-32 


E] 


BONA 

9-2—— — — ———91 

9-х - 3 
С x 


-3 =2 MD 3 


f'(x) 
Observação: 
V9O-x*>059-x2>0>-3<x<3 
Se 9 — x? < 0, nào há significado. 


Entáo: f(x) é crescente para - 2 2 


f(x) é decrescente para —3 < x < E 


Entáo, f(x) é decrescente, para todo x real. 
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2x+ 1,5е x = 2 ma JJ 2,sex<2 
зө, 22 ome 


Entáo, f(x) é crescente para x = 2 e decrescente para x > 2. 


х2 – 1,5ех = 1 2х, ѕех < 1 
202: 0 S 2х — З,вех > 1 НИ шэг. 
Obtendo ав raízes de f'(x), temos: 
рага f'(x) = 2x, x = Oe para f'(x) = 2х + 2,х = —1. 
Para х < 1, predomina рага f'(x) о sinal de 2х e para x > 1 predomi- 
па o sinal де 2x + 2 
Observa-se que em x = O há тидапса де sinal de f'(x). 
Entáo, f(x) é decrescente para x = O e crescente para x = O. 
МЕТЕ NIE 
203. f(x) = x ,se 0 < x < 1 = f'(x) = 1 ,se0 <x<1 
2x— x, ѕех > 1 2- Зх2, ѕех > 1 


Daí vem а tabela de sinais de f'(x): 
1 


2 0 1 
| х 
+ + - 
f'(x) 
Зэр 
sinal de 2x + 1 sinal де 2 — 3x? 
Conclusáo: 


f(x) é crescente para от = x = 1. 


f(x) é decrescente para x = d ou x > 1. 


204. f: R} — R, f(x) = (n x + £n (x + 2) 
1 1 _ 2x+ 2 


ПО) = *xi2210 7412) 
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2x+2 


x(x + 2) 


f'(x) 


Сото o domínio é R*, não interessa o que ocorre quando x < O. 


f(x) é crescente para Vx, x € RŽ. 


—x, se x < -1 
205. 10)- х2, se –—1<х < 1 
ех-1 sex>1 


f=} 2х,зе-1<х<1 


| —1,sex<-1 
el зе х > 1 


Considerando Т'(х) = 2x, verifica-se que f'(x) = O se x < O e 
f'(x) = O se x > О. 

Então, f'(x) < О para x < O e f'(x) = О para x = О, porque: 

x < 0 = f'(x) = —1 ou f'(x) = 2x e 

x = 0 > f(x) = 2x ou f'(x) = ех 1 

Assim, f(x) é crescente em R, e decrescente em R_. 


206. – 1:[0,2т]— R, f(x) = 2 + 3: sen [2x - z) 


f'(x) = 6 cos [2x = =) 


Determinando as raízes де f'(x), temos: 


шан Ts Эт , Кт 
cos (2x - E] =0= 2 q 2 текао + 2 
NE. = + Loo ш + 
эт Ил 171 23т 29т 
12 12 12 12 1 
E 2 5m 117 177 
Entáo, f(x) é crescente para 0 < x = 12 ой 12 < x < 12 оџ 
23m e ad é decrescente ага ST sys Ilr o да 
12 т para 77 19 949 AAA 
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207. 


208. 


209. 


212. 


213. 


214. 


f : R — R, f(x) = ес x 

f'(x) = —sen x · ес x 

f(x) é crescente se f'(x) = O, isto é, — sen x · ес х = 0 > 

> sen x : ех < О > sen x < 0 = mq + 2Кт < x < 2r + 2Кт (КЕ Z) 
Analogamente, f(x) é decrescente se sen x = 0 = 2Кт =< x < + + 2Кт 
(k € Z). 


x-cosx— senx  cosx-(x- tg x) 


Р(х) = X2 х2 


Para todo x € р a temos x < tg x; então, f'(x) < O, e, portanto, 
f(x) é decrescente. 
f(x) = 3х5 + 5х3 + 1 


lim (3х5 + 5х3 + 1) = lim be(s + 5 + £) = —00 


x= s у= cd X° 

| 5 3 ET 5 5 1M. 
lim (3х5 + 5х3 + 1) = іт [|3 + > + || = +% 
x = +0 х — +0 Х Х 


Isso significa que a Типсао contínua f(x) = 3x° + 5xŠ + 1 tem imagem R. 
Sua derivada f'(x) = 15x^ + 15x? é maior ou igual a zero para todo х 
real, entáo f(x) é crescente. 

Conclusáo: seu gráfico só pode cortar o eixo dos x num único ponto. 


Sejam x, Ele ~ € |, com x. < X2. 
Temos: 


X, € X? => ху) = f(x2) => > (ху) = hoo) => 


11 
Ка) — f(xo) 
= h é decrescente em |. 


Sejam f(x) e g(x) crescentes, isto é: 

X, € Xo = ху) = Хэ) (1) e x, < x» > ga) = 8x») (2) 
Entáo, sendo h = fog, isto é, h(x) = (fo g)(x) = f(g(x)), vem: 
de (2): g(x1) < g(x;) = f(g[x.)) = f(8(x2)) = hb) = (хо) = 
= h(x) é crescente em 1. 


= 


(х) = — хе — 5x – 4 
'(X) = —2x — 5, сија raiz é x = — 


N| 


-2 
5 2 
=> é ponto de máximo. 
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215. f(x) = 2x2 — 8x + 11 
f'(x) = 4x — 8, cuja raiz é x= 2 


2 
х = 2 6 ponto de mínimo. 


216. Қх) = ХЗ – 27х+ 1 
f'(x) = 3x2 — 27, cujas raízes são x= -3e x= 3 


-3 3 
x = —3 é ponto де máximo e x = 3 é рото де mínimo. 


217. f(x) = —x3 + 6х2 — 12х + 8 
f'(x) = —3x2 + 12x — 12, cuja raiz é 2 


2 
x = 2 é ponto de inflexão. 
218. f(x) = (x — 8)3 · (x — 6)! 


fX) = 3(x — 8)? · (x — 6) + 4(х — 8) - (x — 6)3 
fX) = (x – 8)? - (x — 6)3[3(х — 6) + 4(x — 8)] 
f'( 


ege 3 x 
(x – 6? x 
(7x – 50) х 
го) — х 


x = 6 é ponto de máximo. 
Conclusáo: 50 


х = EA é ponto de mínimo. 
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219. 


220. 


221. 


1 
f(x) = х2 + 5x— 6 
f'(x) = O id 
(x2 + 5x – 6)?” : 2 
a = 5. 23 
— x x= >ë ponto de máximo. 
_ 2 
2 
f(x) = cos 3x 
f'(x) = —3 sen 3x 
3x- 0+ тх = 27 (кє 2) 


sen Зх = О => { ои 
3x = пт — 0 + 2кт = x = 


es T TT É Р 
pontos де mínimo: x = 3 X= Tm; X= —..;istoó, x = 


f(x) = 2 cos [2x - т) 


эхее» 2m x= E + ka (k € Z) 
cos (2x - 2) - o> оџ z 
Tcro UT — 
2х- q > 2 + 2kT >X 8 + Кт (k € Z) 
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Ї Ї Ї 

МА O зт т Ми 157 Эт 23600000 

8 8 8 8 8 8 

Soo ат um. v. LOT. ил _„_ 3T 
pontos de máximo: x = a x= ¡A “isto é, x = 8 + Кт 
(k € Z) 

mimo: x 2 LT. = 157, T а м E 
pontos де mínimo: x = g^ 8 х= 8 “as isto é, x = 8 + Кт 


(keZ) 


222. f(x) = x: (n x 


f'(x) = 1 + (n x, cuja raiz é x = е t 


Consideremos x, < x; 66)|Х6-6:2-231-406/2-1-2--1-0. 


Consideremos X; > x; seja хо = e? => 1 + (ne? = 1+ 2 = +3 > 0. 


= + Р so 
х x = e~t é ponto de mínimo. 


el 


223. f(x) = (п(х2 + 1) 


ma 2X ОИН 
f'(x) = x4 1 cuja raiz é x = 0 
2x — — x 
(х2 + 1) ! —— x х = 06 ponto de mínimo. 
f'(x) 0 х 


224. f(x) = е 3 


f'(x) = (3х2 — 3) · ех - ** cujas raízes são x= —1 ou x= 1 
+ 
х 
1 
+ 
х 
+ 
х 
x = —1 é ропїо de máximo e x = 1 é ponto de mínimo. 
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226. fí=x2-4x-1 
(х) = 2x- 4А= f'(x% = 0 2x-4=0= x= 2 


— Е x = 2 6 рото де mínimo. 


2 
f(2)=4-8-1=-5 5 62) = —5 é o valor mínimo. 


227. f(x) = xf + 8x з 
f'(x) = 4х3 + 8 > 4+8=0 = x = N —2 
Seja x, = —2, x, < x. Então, f'(x) = —32 + 8 = —24 < 0. 
Seja x; = 2, x; > x. Então, f'(x) = 32 + 8 = 40 > 0. 


3 
ш + X x = V-2 é ponto de mínimo. 


3 
#3722) = (3=2)“ + 8172 = 232 + 882 é o valor mínimo. 


= 2х 
228. f(x) = вета 
f'(x) = A cujas raízes são x = –Тех = 1 
(1 +27" ~ 
(1 — х2) = ú = 
(1 + x2)2 x = —1 é ponto de mínimo e 
x = 1 é ponto de máximo. 
f(x) 
as "m 
f(-1) = => é o valor mínimo. 
f(1) = E é o valor máximo. 
229. f(x) = х2ех 
f'(x) = xeXx + 2), cujas raízes são x = Оех = -2 
E E an х 
x = —2 é рото де máximo e 
2 x = 0 é рото де mínimo. 
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f(-2) = (—2)2 -e 2 = 4e 26 o valor máximo. 
КО) = 0 é о valor mínimo. 

ex == ex 

(х) = = > 

Ї (х) (е^ + ер 0, vx € R 
f(x) nào tem extremos. 


230. f(x) = 


= 
3 


231. х) = (x — 1) 


зіх = 1 


> 


= 1 é ponto de mínimo. 


Р(х 


f(1) = О é o valor mínimo. 
232. f(x) = x? — 9x 
f'(x) = 3x2 — 9, cujas raízes são x = – МЗ ех = ҮЗ 


x XS —Y3 é ponto de máximo. 
- 3 УЗ x= 736 ponto de mínimo. 


(уз) = (—Уз)* - e(-3) = -3V3 + 913 = 6/3 
үз) = (Уз) — e(d3) = 3/3 – 93 = –6үз 
Então: (-43, 613) é ponto máximo e (үз, -6Ү3) é ponto mínimo. 


5 1 + x = х2 
1 — x + x2 


ПИЕ 0 AA 
егу а 


+ - dl. Эр 
х х = > é рото де máximo. 


i 
2 


233. f(x) 


122 кл опїо тахїто 
a сна | 
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= y3 
234. х) = 2 = 
— (уз 
fx) = be + 2) crim eaa 
Seja x, = -2« 1-2 > f(-2)= < 0. 


Seja x = -1>Y=2 = f(-1)=2>0. 


+ - х х = E —2 é ponto de mínimo. 
3-2 
313 
А 2) = а = 2 = ї =2, +=) é ponto mínimo. 
(1-2) Ya Ta 
235. х) = DE 
1 
f(x) = ——— = x = e? é a raiz 


1 
Sendo x, = e * < e?, então f'(e 1) = 2e? > 0. 
1 


Sendo x; = e > e?, entáo f'(e) = -4 < 0. 
1 
za - х x = е? é ponto де máximo. 
АЙ 
е? 
1 
(e) = Re. es = e? a é ponto máximo 
i | F © 2e "вете i 
e2 
236. f(x) = xŠ + ax? + b 
x=0 
f'(x) = Зх? + 2ax = 3X? + ах = O tem raízes |9Ч 5, 
3 
Sendo (1, 5) um extremo relativo, entáo = = 1ef(1) = 5. 
га = -3 
Daí a = > 
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Assim, f(1) = 1 — 


м| о 
N 


3 
Portanto, a = == е р = EE 


2115 


238. {(х) = (х— 2) 
Сото f é derivável ет [1, 5], apliquemos o teorema de Fermat: 


33x-2 
f'() 


Entáo, x = 2 é ponto de mínimo interior. 
Calculemos o valor de f nesse ponto e nos extremos do intervalo [1, 5]: 


= YC =1 
2) = (2-23 = 0 
5) = (5 – 2)3 = ҮЗ? = Yo 


О valor máximo absoluto де f no intervalo [1,5] é o maior dos núme- 
ros f(1), f(2) е f(5); portanto, f(5) = vo. 


O valor mínimo absoluto de f no intervalo [1, 5] é o menor dos nüme- 
ros f(1), f(2) e f(5); portanto, f(2) = О. 


Assim, x = 2 6 o ponto de mínimo absoluto e x = 5 6 o ponto de 
máximo absoluto. 


239. f(x) = x 2 é contínua no intervalo [3, 6], em que não está x = 2. 


2 


f'(x) = z então f'(x) < O para todo х до domínio de f. 


ia 
(x — 2) 
Calculando f(3) = 1 e f(6) = $, temos que x = 3 é ponto de máximo 
absoluto e x = 6 é um ponto de mínimo absoluto em [3, 6], pois f(x) 
é decrescente. 


240. h = 30 + 201 — 5t? 


h' = 20 — 10t = 0 = 20- 10 = 0 > 1-2 
A altura máxima é atingida no instante t = 2s. 
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241. 


243. 


244. 


5 = а · cos (kt + €) 


у = 5' = —ak · sen (kt + £) 
а = v' = —ak2 cos (kt + £) 
a) A velocidade v é máxima no instante em que sen (kt + £) = —1, 
: | Зт _ 3т _ £ , 2nm 
ou seja, kt + £ = 2 + 2пт > t= k E CORA 


A posição em que isso ocorre é 


s = a + cos (37 + 20m) = o. 


b) A aceleração а é mínima no instante em que cos (kt + £) = 1, ou 
seja, 
kt + £=2n > а=-- +. 


A розјсао em que 1550 ocorre é 
s = a: cos (пп) = a. 


x + y = semiperímetro > x+y=a = у=а-х 
x А área do retângulo é dada por S = xy. 
Então: S = xa — х) = S = —x? + ax. 


y 
| a... 
Derivando: S' = —2X +a => x= 2 é raiz. 
: а а 
Considerando 0 < x < 2 S' = —2x + a > Ое para > < x <a, 
. 2 а. 20 
8 = —2x + a < 0, isto é, x = > é ponto de máximo local. 
2 2- 2 р а a a8. 2 
A área máxima do retángulo se dá para x > ey=a 272 isto é, 


quando о retángulo é ит quadrado. 


perímetro = 28 + 26 + 2m е € 


( = R: cos ө 72 
m — . m 
2^7 К · sen 5 
R 
entao: 
perímetro P = 2R + 2R cos 0 + 4R sen Z 
R R 
P' = —2R sen 0 + 2R cos 2 
m m 
2 2 
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ЈЕ са а л “han A 
Р' = 0 = sen 0 = cos ç => 2 зеп 5 соз 5 = с05 5 = 
sam ы un = = 0= 2 

2 2 2 6 3 
T 
0< 0 < з > Р' > 0 
Lg ponto de máximo local 
ce pras 9 
3 2 
entáo o perímetro máximo é: 
T T T 
Рах = PZ) = 2R + 2R : cos = + AR · зеп = БЕ 
246. | A O ______ A 
g 
2R 
D 
== B 
3s 
EE MM 
E 
No AABE, temos: 
g? = 2Rh > g = N2Rh 
е 
2 = h(2R — h) = r = vh(2R — h). 
А, = mrg 
А, = qNh(2R — h) - N2Rh 
А, = TN 4R2h2 — 2Rh9 
Derivando, vem: 
А, — + 8R2h — 6Rh2 Е R(4R — Зћ) 

1 21 4R?h? — 2Rh? N2R(2R — h) 

Determinando os zeros де А; , vem: 
Аү=0 © 4R-3h=0 > n = £ R. 
Sendo h s 5 == 22, 
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2312 
247. үе 3 шин 
Considerando о A COD, temos: 
х2 = (h — R}? — R2 = x = Vh? — 2Rh. 
Considerando a semelhanca entre os 
triangulos, ACOD ~ ЛСЕВ, vem: 
Х R Nh? — 2Rh R 
— s = A СЕЕ с 
ћ r h r 
=, h? — 2Rh -R 2 = R2h 
h? 2 ћ— 2К' 
Substituindo о valor де r2 па fórmula до volume, vem: 
_1 R?h _ mR? п2 
v- Ss) h ia БЭ 
Derivando, temos: 
vom. h (h — 4R) 
3 (h — 28) 
Determinando as raízes de v', vem: 
h(h — АВ) = О = h = 0 ou h = AR. 
Como h = 0 = V = 0, então devemos ter h = AR. 
Зепдо h = 48, vem V = 3 лез ег= #/2. 
248. 
Gw 
24 — 2x 


Volume da caixa aberta = área да base X altura 

V = (24 — 2x)? -x = V = 4x3 – 96x? + 576x 

Derivando, temos: 

V' = 12x? — 192x + 576, cujas raízes são: x = 4 e x = 12. 


| i : x = 4 é ponto de máximo e 
—— 
4 12 x = 12 é ponto de mínimo. 


Para o volume maior possível, devemos ter x = 4 cm. 
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A х 41024 (20 — y? 
ta = uw = t, = — 
Xx 
10 — а = 
t " = 1 5 


= С Ny? – 40у + 500 
20-у р у dk, dq e c SP E 

20 1 2 4 
Репмапдо, temos: 


_ Бу – 100 + 4Yy? — 40y + 500 
20V y? — 40y + 500 


AN y? — 40y + 500 = —5y + 100 > у = 33,3 (rejeitada) ou y = 6,6. 
Então, DC = y = 6,6 e BD = 20 – y = 13,4. 


У 
ш 


t e, fazendo t' = 0, vem: 


A— p YL X ag z 
— C I 
L 
x = 2mr |-Х-142 
punc. gio L= X 
2m 4 
Ao = тї? Ap = 22 
_ _ X _ (L — x? 
ше Ап = 5 
-X д = E 2Lx + ж 
Алт al 16 


AC . L2— 2Lx + X2 __(4+т)х?—2тїх+т1? 


fpc Ас AS T 16 16т 


Para procurar o valor máximo, devemos obter A': 


ду = 204 + т)х — 2ml 


167 
pr = (4 + mx ml 
Вт 
Bande Е OS А IA ок Т 
i Шш ш 4 + T 
та _ 4 
e daí y = L еа 
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251. Ши 2 _ 3V 
r М = 3 => 0 mir 
A, = mrg = mN +h? = 
= + 1212 = 
= 9v? 3Vh _ 
g VN cag de 
9v? 
= “г + Зтућ 
2 
sd 
Ае = 5 
2 EE 
Кеб 
T 
Шин V л É ааг, 
De V = 3 vem 3 = = ge então: 
212 _ ЗУ ЗУ 1 
h mh 6V 2 
r 1 
е daí — = ==. 
п Ya 
252. х X 
y y y 
х х 


O comprimento da cerca 6 L = 4x + Зу. A área де сада curral é A = xy, 


entáo y = А е ааг 


[Seq en 
X 
L-4- ЗА, 
Impondo L' = O, vem 4х2 — ЗА = 0 = pe USA. que é ponto de 


2 
mínimo, conforme se vé pela variacao de sinal de L': 
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x 


Calculemos o valor de L min: 
УЗА ЗА _ дузд 
2 УЗА 


2 


Lmm = 4: 


£ 
253. - 


£ 
3 


А зесао reta да саћа é um trapézio de área: 


_ h. £u £ 
А= 5 +24 - ne 5) 


Temos também: 


A E. 

h= = cos (o z)- 3 sen Ө 

ЕС РРА 0-421- cos 0 
3 2 Ə 

entao: 


2 


2 2 
= E sen 0 cos Ө + f- sen Ө = E (seno - 22128 


зеп 260 
9 9 9 


2 
А' = £ (сов 6 — cos 20) = 0 = cos 20 = cos 0 > 0-27 


254. f(x) = x : (x — 2) 
f'(x) = (x — 2)2(4х — 2) 
Ру) = (x — 2)(12х — 12) 


Calculando os zeros де f'(x), temos: x = 2 ex = > 


Calculando f"(x) nesses pontos, temos: 
f"(2) = 0 


ДЕ >0= > é ponto de mínimo. 
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255. 


256. 


257. 


258. 


259. 


260. 


_ X 
iu 1 + хг 
=" ed 
ЦЕО 
09 = тт + ај 
2х(х2 — 3) 
f" = 
=ar 
f'(x) = 0 = x= —1 oux = 1 (raízes де f'(x)) 
Substituindo em f"(x), vem: 
f"(—1) = > > 0 = x = –1 é ponto de mínimo. 
(41) = E <0 = x = 1 é ponto de máximo. 
f(x) = х2ех 


f'(x) = xeX(2 + x) 

f'(x) = eX2 + 4x + х2) 

Obtendo as raízes де f'(x), vem x = O e x = —2. 
Calculando f"(x) nesses pontos, vem: 

f"(0) = 2 > О = x = О é ponto de mínimo. 

f"(-2) = —2e-2 < 0 > x = —2 é ponto de máximo. 


f(x) = ex + e х 

f'(x) = ex— e x 

Г(х) = ex+ e x 

Com f'(x) = 0 temos, para raiz, x = 0. 
Calculando f"(0), vem: f"(0) = e + е? = 2 > 0. 
Portanto, x = O é ponto de mínimo. 


f(x) = log, (1 + x?) 


(ym 2%. вд — — 
fx =æ Г) =0 = x= 0 
" 2 – 2x? 
T0) = т + 2р 


Então, f"(0) = 2 > О = х = 0 é ponto де mínimo. 
2 


f(x) = (х = 1)3 

2 
Р(х) = —— + 0 
E 33x—-1 


Nào é possível determinar os extremos usando o critério da derivada 
segunda. 
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пх = 2 п £n É 
pa = as 
x(£n x)? x (£n x) 
! 4 4 
f'(x =(n—=0 > —=1 = х=4 
Х Х 


Calculemos f" (x): 


tm x + (n = ((n x + 3) 
Р(Х) = —=—rH.——. 


x^(£n x)? 
An: £" 2 -1 2 Е жуг 
Entáo: f"(4) = 16((л 4)5 ay <0 = x= 4 é ponto de máximo. 
Entáo, determinemos f(4): 
_ n2 _ 1 1 2 2 
f(4) = (048 105 > Pla una | é ponto де máximo. 
261. f(x) = —(x — 1)? 
f'(x) = —2(x — 1); f'(x = О әх = 1 
{"(х) = —2 < 0 = x = 1 é ponto de máximo. 
Entáo: f(1) = 0; f(-2) = —9; f(3) = —4. 
Isso significa que: 
x = 1 é ponto de máximo absoluto. 
x = —2 é ponto de mínimo absoluto. 
262. f(x) = х2 – 4х + 8 
f'(x) = 2х — 4 > x= 2 ё raiz de f'(x). 
f'(X) = 2 > 0 => x= 2 ё ponto de mínimo. 
Então: (-1) = 13; (2) = 4; {3) = т. 
Isso significa que: 
x = —1 é ponto de máximo absoluto. 
x = 2 é ponto de mínimo absoluto. 
_ х+2,<ех<1 
263. f(x) = х2 — бх + 8, ѕех = 1 
Fo = 1, ѕех < 1 
() = | 2 – 6,вех = 1 = x = 3 é raiz de f'(x) 
Fx) = 0, sex < 1 
() = 2, se x= 1 > x = 3 é ponto de mínimo 
Calculando os extremantes: 
f(—6) = – 4; {5) = 3; {1) = 3; 63) = —1. 
Concluímos: 
x = 1 ех = 5 зао pontos de máximo absoluto. 
x = —6 é ponto de mínimo absoluto. 
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265. 


267. 


Seja P(x, y) um ponto da curva (x — 3)? + (y — 6)? = 20. 
х- 33 se У 672 


Notando que = 1, facamos: 
N20 N20 
EO D анар 
420 V20 | 


(Assim teremos a vantagem de lidar com ита só variável: 0.) Temos, ептао: 
х= 3 + М20 · cos 0 e у = 6 + V20 · sen 0. 
Calculemos a distância entre P(x, y) e (—2, —4): 


d = Vx + 2)2 + (y + 42 = N(5 + N20: cos 0)? + (10 + V20 · sen 0)2 = 
= 145 + 10720 · cos 0 + 20/20 - sen 0 


Рага calcularmos os valores де 0 que їогпат а mínimo (ou máximo), 
calculamos d' e impomos d' = O. Resulta —sen 0 + 2 · cos 0 = 0 = 
= tg 0 = 2. Daí resultam as alternativas: 


sen oc yes s = P(5, 10) 


V5 NE 
ou 
Ен = P(1, 2) 
ү5 ү5 | 


As distáncias desses pontos ao ponto (—2, —4) зао, respectivamen- 
te, V245 e М45. 
Conclusáo: (1, 2) é que está а distáncia mínima. 


€ A figura ao lado é uma secáo da esfera e do 
cone inscrito, feita por um plano contendo o 
eixo de simetria do cone. 
O volume do cone é dado por: 


М = E rh, em que r = BE (raio da base do 
ЦЕНЕ Z B cone) e h = CE (altura do cone). 
D No triángulo retángulo BCD, temos: 


(BE)? = (CEXED) > r? = h(2R — h) = 2Rh — hk? > r = V2Rh - hè. 
Entáo, em funcáo de h, temos: 


у = = Gn – n9) 


Procuremos о valor máximo рага 0 < h < 26: 


V = ~ (4Вһ - 3h?) 
V=0= h= Bn 
3 4R 
Como V = 0 para h = 0 ou h = 2R e, sendo h = EE entáo: 
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m (3268 _ 32R9. _ 4R. "P 
М = з` (ES) М = 81 ` portanto, h — 3 é o ponto de máximo 
para V e, nesse caso, 
r= Гор. AR _ 1682 _‚ „_ 2728. 
3 9 | 


A área total é дада por: A, = mr(g + r) (1) 

Considerando о A COD, temos: 

х2 = (h — R}? — R? = x = Vh? — 2Rh. 

Como 5 = x + гетаов = Vh? — 2Rh + r (2) 

Mas devemos colocar toda a equacáo ет 

funcáo de uma única мапаме!. 

Então, da semelhança dostriângulos ACODe 
R h2- 2Rh 8 


X 08 MUS So 
ACEB, vem: h ; — h " = 


R2h h 
MEM imi Em d 


Entáo, substituindo (2 


‚мет: 
д = mR | (mem en. mu = 


h? 
= А; = пК 5р: 
Derivando, vem: 
y h? — 4Rh 
А; = (п — 28)2 e, com А; = 0,temos h = О ou h = АВ. 


Como A, = О se h = 0, então h = 4R e A, = 81R?. 


An: — > _h = 
Entáo: r = R рэв => ү V2 R. 


268. Uma caixa de dimensões x, 3x e h, com tampa, planificada, é mostra- 
da na figura abaixo: һ 
NN | 
3x 
í | х | À MX 
n^ ` 
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270. 


271. 


A área de papeláo utilizada para montar essa caixa é: 
S = 2(xh) + 2(3x · h) + 2(3x · x) = 6х2 = 8xh. 


O volume da caixa é V = (3x)(x)(h), então h = = e daí 


ам 
ЭР 2 Поа in 
S = бх + 3x" 
i 8V 
5' = 12x — 3G 
CE A СТ 
9 3 2 
3 FE 
As dimensóes procuradas зао = : 4 6V e 225 
xy = 300 > у = > 


(x + 4)(y + 3) = A (área total da página) 
Entáo: А = Зх + ду + 312. 

300 
Como y = EE , vem: 


А = зх + 4: 300 + 312 => 


3(x2 + 104x + 400) 


> А = — —. 
Х 
Derivando А, temos: 
= (x2 V 

a = з (2X + 104)х Le + 104x + 400) PE: - 400. 
Determinando as raízes de A', vem x = —20 ou x = 20. 
Só interessa o valor x = 20 = y = 15. 

х + 4 = 24 
Então, as dimensões da página são: 4 e 

y+3=18 


preco de venda, por quilo = 3000 — 30x (x 6 o п° de dias) 
variacáo do peso, por dia = 150 + 2,5x 

preco de venda do porco: v = (3000 — 30x)(150 + 2,5x) (1) 
custo do porco por dia: 2000 

custo do porco ет x dias: с = 2000x (2) 

lucro = (1) — (2) 

£ = (3000 — 30х)(150 + 2,5x) – 2000x 

£ = –75х2 + 1000x + 450000 
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Derivando: 

{' = —150x + 1000. 

Obtendo а raiz, vem: x = 6,6. 

Se vender no 6? dia, о preco de um porco será Cr$ 453 300,00. 

Se vender no 7? dia, o preço de um porco será Cr$ 453 325,00. 
Entáo, o lucro será máximo se o fazendeiro aguardar 7 dias para 
vender os porcos. 


custo = a + bx (x unidades) 
venda = e — dx (cada unidade) 
lucro = € = (c — dx) – (a + bx) 
= сх — dx? — a — bx 

= —dx? + (c — b)x — a 
Derivando, vem: 

е = —2dx + (c — b) 

Obtendo a raiz de (', vem: 


Eg реј пир 
20 
f(x) = x3 + 9x 
f'(x) = 3x2 + 9x 
f"(x) = 6x 
A raiz de f'(x) = 0 é x = 0. 
- + Рага x < O, concavidade negativa. 


X Para x > 0,сопсамдаде positiva. 


0 


Calculando f" (x), vem: 
"(0 = 6 = О. 
Então, КО) = O = (0,0) é ponto de inflexão. 


tm = 

гө) = — e pec = + 

E" (x) 2x(x2 — 1)2 го лын — 4x) 

to) a 22 3) E Pw = шаг a 3) 
2x(x2 + 3) 


ceto 


Fazendo f"(x) = O, vem x = 0 como ünica raiz real. 
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Os pontos x = —1 e x = 1 são pontos de descontinuidade, pois 
anulam o denominador. 

Verifiquemos o sinal de f"(x) nos intervalos referentes aos extremos 
—1,0e1. 


2(-2)4 + 3) 


Pie ec reg r(3)- 


" 2(2)(4 + 3) 
0-1) >0 0) = ap >0 
4 
ss | 1 - 0 - 1 : х 


Assim, temos: concavidade positiva para - 1 < x < Ооих> 1 
concavidade negativa para x < —1 ou 0 < x < 1 


Como x = O é raiz de f"(x), então vem КО) = == = 0, que signi- 
пса P(O, 0) é ponto de inflexão. 
275. х) = {х 2 
f'( — 2-5 - 
5Y(x — 2)5 
ма. 442 
f"(x) = 25 


Resolvendo f"(x) = O, vem x = 2. 
Analisando о sinal de f"(x) à esquerda e à direita de 2, vem: 


—45 
Pj 3-39 1 

1) =p 
5 ias 5 2 2€ 
03) = 22 Y1 «0 


Entáo: para x < 2, concavidade positiva 
para x > 2, concavidade negativa 
Sendo 2 raiz de f"(x) e f(2) = O, entáo P(2, 0) é o ponto de inflexáo. 


2x 
276. f(x) = > = 2d | 
2 2-2 у 2 2 —Alx2 — 
г) = 2(x2 + 4)2 — 2x E + 4) > ро) = Ax 2) 
Ë + К (х2 + 4)2 
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5 3 
А -8х(х2 + 4)2 + 4(x2 — 2) · 5x(x2 + 4)2 
f"(x) 50 
[Ё + ae 
2. 
Ex) = 12x(x 8 
(2-4) 


Determinando ав raízes de f"(x), temos: 
12x02 — 6) = 0 = х= -N6 ou x= N6 ou x= O 


-46 0 ү 


Estudando os sinais де f"(x), verificamos que: 

para x « -Y6ou0 <х < v6, concavidade negativa, 
para -Y6 «x < 0 ou x > V6, concavidade positiva. 
Para obter os pontos de inflexão, determinemos f" (x). 


T 5 
„.. 36(x2 — 2)(х2 + 4)2 — 12x(x2 — 6) · 7x · (x2 + 4)2 
f (x) ын A а р = DNO 
(х2 + J| 
= 4 — 2 
E" (x) = 48|х с + 6) 
(х2 + 4)? 


Então, temos: 


г(-46) = –48(36 — 72 =й д 
(6 + 4)? 
m) = –48(36 — 72 679 (О) = -48(0- 0+ б е 
(6 + 4)2 (0 + 4)2 


Assim, _ 6, V6 e O são abscissas de pontos de inflexão. 
Determinemos as ordenadas desses pontos: 


t(-6) = 246) _ 460 , Р,(-16, „е 


CUA 

21446) 60 V60 
(6) = 4108 = “50 > ZU x60) 
f(0) = = = 0 = Рз(0, 0) 
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2 < 1 
277. fü) = й ds 


x3 — 4x? + 7x – 3, sex = 1 
Го) = 2х, sex < 1 

(0 = | 3x2 — вх + 7,ве х = 1 

$" = 2, sex<1 

(0 =] 6x- 8,вех = 1 

- 0,sex< 1 

Рај | 


Determinando а raiz де 1'"(х), temos: 


f'(xX) 20 © бх 8=0=3x=% 


3 , 
f"(x) > O, o que significa que nesses intervalos temos: 


Para х = 1, “(8 + 0, para 1 < x < Rs f"(x) < O e para x > 5, 


para x < 1 ou x > a concavidade positiva 
4 | | 
рага 1 < x < =, сопсамдаде negativa 


-4 (9.43 p(4 43), inflexa 
para x = 3” 18) = 27 ШЕ: E ponto de inflexáo. 


para x = 1,f(1) = 1 = 0(1, 1) é ponto de inflexão. 


278. f(x) = sen x — COS X 
{'(х) = cos x + sen x 
f"(x) = —sen x + cos x 
A concavidade é positiva se f"(x) > O. 
От 


Então: -sen x + cosx>0=2E + 2km < x < SE + 2kn 


279. f(x) = x° — xf 
f'(x) = 5x* — 4xŠ 
f"(x) = 20xº — 12x? 
A concavidade é negativa se f"(x) < О. 
Então: 20x) – 12x? < 0 = 4x(5x – 3) < 0. 


4x2 


5x – 3 


f") 


f"(x) < O para x 
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280. f(x) = (х2 – 1)(х2 — 4) 
f'(x) = 2x(2x2 — 5) 
f"(x) = 12x2 — 10 
f"(x) = 24x 


Obtendo as raízes de f"(x), temos x = + [®. 
r(+/3) = 24(+ [5] +0 

Então, x = [5 são as abscissas de pontos de inflexão. 
Calculando as ordenadas: (5/8) = E 43 4) = A 
Entáo, os pontos de inflexáo sao: (5 = е ЇЕ 38) 


'(х) < О = funcáo decrescente 
X) > 0 = concavidade positiva 


281. х>се{ 


x) > O = funcáo crescente 
"(х) > 0 => сопсамдаде роз ма 


Нэн q f'(x) > 0 2 função crescente 
X G f(x) > 0 = concavidade positiva 

” f'(x) > 0 2 função crescente 
X C € | f(x) < 0 = concavidade negativa 
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283. f'(c) = f"(c) = O (а reta tangente ao gráfico é paralela ao eixo x) 


x<cef"(x) > О = concavidade positiva 
x>cef"(x > О = concavidade positiva 


284. f(x) >0 = o gráfico está todo acima do eixo dos x. 
fx) < О = função decrescente 


f"(x) > О = concavidade positiva 


fx) 


х 


285. f(x) >0 > o gráfico está todo acima do eixo Ox. 
f(x) > О > função crescente 
f"(x) > О = concavidade positiva 


f(x) 


x 
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286. f(x) = ao + ах + ax + ag? 
f(x) = а; + ах + Заах? 
{"(х) = га; + базх 
f"(x) = баз 
Зепдо (0, 3) extremo relativo, vem: 
1) fO) = ao e f(0) = 3 > а = 3 
2) x = 0 é raiz de f(x) = f'(0) = Ое f'(0) =a, = a, = 0 
Sendo (1, —1) ponto de inflexão, temos: 
1) Т"(х) = О = баз + 0 > аз + 0 
2) f'(1)=0 > 2a + баз = 0 > а; = –Заз 
3 КА) = 3 + a2 + as = -1 = а; = –4 -ag 
Entáo, —4 — as = —3as > as = 2 e, portanto, а; = —6. 


287. Қх) = ao + ax + ax + аах + адх“ 
f(x) = a, + ах + Заах? + Aa? 
f"(x) = 2a, + базх + 12a4X? 
f"(x) = баз + 24адх 
Se o gráfico passa pela origem, entáo: 
f(0) = 0 = ao = 0. 
Se o gráfico é simétrico em relacáo ao eixo y, entáo 
f(x) = f(—x), Vx, e ааг 
ax + aX? + aX? + ay = —a4x + aX? — ag + ах“, Vx 
então а; = –ај € as = —az, ou seja, а, = Ое as = О. 
Sendo (1, —1) ponto de inflexáo, vem: 
1) f(x) = 24а, + 0 > а, 0 
2) f"(1) = 0 = 2а, + 12а1 = 0 > a, = –ба, 
3) ffl) = a2 + a4 = —1 > a =-1-a, 
6 


=> а = -F 


Então: —1 — а, = —6a, = ад = = 5 


5 
288. f(x) = 2x? — 6x 
a) Seu domínio é R. 
b) A função é ímpar, porque: 
f(-x) = Ax? – 6(–х) = —2xŠ + бх = - (28 — 6x) = —f(x). 
с) Não há pontos de descontinuidade em R. 
d) Fazendo x = O, temos КО) = О. 
Fazendo f(x) = O, temos 2x3 — бх = 0, isto 6, х = 0 ou x = +V3. 
As intersecóes com os eixos são os pontos (0, O); (-N3,0)e(V3,0). 
e) lim f(x) = lim Х = +00 
Х — +o 


lim f(X) = lim x3 = —% 
x —o X — —©% 


f) f'(x) = 6x? — 6 = 6(x + 1)(x — 1) 
então: x < —1 ou x= 1 > f'(x) = О = f crescente 
—-1 < x< 1> f(x) < О = f decrescente 
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g) f'(x% = 0 = х= –10их = 1 


Г) = 12x > 1 =-12<0 


f"(1) =12 > O 
entào f tem um máximo em x = —1 e um mínimo em x = 1. 
h) f"(x) = 12x e, етао: 


х< 0 = f"(x) < = concavidade negativa 

X20 = f"(x) > О = concavidade positiva 

Como o sinal da concavidade muda em x = 0, o gráfico tem um 
ponto de inflexão em x = О. 


х) 


289. а) O domínio ё К. 

b) A função não é par nem ímpar porque: 
К—х) = —4xŠ — х2 + 24x — 1 # f(x) e — f(x). 

с) A funcáo é contínua em R. 

d) КО) = —1 = (0, —1) € gráfico 
f(x) = О => 4xŠ — х2 — 24x – 1 = О = três raízes reais irracio- 
nais, sendo ита positiva 

e) lim х) = lim 4x? = +0 
х— + X = poo 


lim f(x) = lim 4x? = —o 


Хх — —o X —o 


f) Fx) = 12x2 - 2x - 24 = пој + Sp - 3) 


x<-5 ou x=5 > f(x) = О > fé crescente 


=3 =< x < 3 = f(x < О > fé decrescente 


2 
g) (х) = 24x — 2 
4 (4 pams " 4 4. Zl 
ho r($)-oen( S)<o = 3 é ponto de máximo 
_з3_ 00877: 3, 
x- $5 "(2)-оег(®)> о = 5 ponto de mínimo 
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h) x < i = f"(x) < 0 = concavidade negativa 


x> ES > f"(x) > O > concavidade positiva 


12 
Como o sinal da concavidade muda em x = = este é um ponto 
де inflexao. 


290. a) O domínio é R. 
b) A funcáo пао é par пет ímpar porque 
К—х) = 3x4 — 4xŠ + 6х2 — 4 + f(x) е —f(x). 
c) A funcáo é contínua em R. 
d) КО) = —4 = (0, —4) € gráfico 
f(x) = 0 = 3x4 + 4х3 + 6х2 — 4 = О duas raízes reais е duas 
raízes imaginárias. 


e) lim f()- lim 3Х = +% 
Х — +0 X — +0 
lim (х= lim 3х4 = +% 
x= —%® x= => 


f) f(x) = 128 + 12x? + 12x = 12(x — 0x2 + x + 1) 
х=0 > f(x) < 0 > fé decrescente 
xz0 > f(x) >= 0 > fé crescente 
f"(x) = 362 + 24x + 12 
x = 02 f'(0) = 0 e f"(0) > 0 = 0 é ponto de mínimo 
Vx € R, f"(x) > О = concavidade positiva. 

f(x) 


m 


= 
= 
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291. 


f(x) = (x – DAX + 2)3 

a) Seu domínio é К. 

b) A funcáo пао é par пет їтраг, pois: 

(—х)=(—х-1)%(—х+ 2} =[—(х +01 =0= 2) = (x+ 1)(x— 2)" 
A funcáo polinomial é contínua ет R. 


о. о 
м2 — 


Fazendo x = 0, temos: 

КО) = (–1)2(2)3 = 8. 

Fazendo f(x) = O, temos (x — 1)2(х + 2)3 = 0,isto é,x = 1 ou x = –2. 
As intersecóes com os eixos são os pontos (0, 8); (1, 0) e (—2, 0). 


хол 
3 
= 
2 
| 
3 
> 
q 
| 
+ 
8 


f) Р(х) = (x — 1)(х + 2)2(5х + 1), então 


x<- ou x> 1 > f(x) > О = f é crescente 


-4 =хХ=1= f'(x < 0 = fé decrescente 


g) f'(x% = Оех= 10их = –2 оих = E 
f"(1) 25420 
f"(x) = (x + 2)(20х2 + 8x – 10) > | a pe 485 
! (5 ин 
a ЙГ 57 1 
entáo f tem um mínimo em x = 1 e um máximo em x = TB 
h) f"(x) = (x + 2)(20х2 + 8x — 10), então: 
х+2 Е х 
202 + 8x – 10 — — x 
f" (x) — 
–2 – 346 => + 3V6 А 
para х < -2 ou — p X< ә ГО) <0 > 
= concavidade negativa 
-2 – 346 => + 3V6 А 
рага -2<x<—— 04 X2— jo - = #(х) > 0 = 
= сопсамдаде positiva 
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Como о sinal da concavidade muda em x = —2,x = = 
–2 + 346 гэ T 
е x= — ` o gráfico tem 3 pontos de inflexão. 


f(x) 


292. f(x) = 3x 

a) O domínio é R. 
2 
3 


b) К—х) = 3(-X) 2( х) = 3х3 + 2x 
A função não ё par пет ímpar. 
c) Não há pontos de descontinuidade. 
d) x= 0 > f(0) = 0 
fx) = 0 > x= Ових = 27 
Então, os pontos de interseção com os eixos são: (0,0) e (27, о) 
e) lim х) = lim (2х) = —% 
х— +0 AOS 


lim f(x) = lim (—2x) = +0 
X —0 Хх — —0 


f) f') = 3 – 2 
Х 
3 
Pb) = 0 e == 2=0= {х =1= x=1 
Vx 
ттен . 
апаа de sinal de 2-23К 
pt) = 22236. 
í C Vx 


f'(x) 


Então: para 0 < x < 1, f'(x) 2 О = f crescente е 


para x < 0 ou x > 1, f'(x) = О = f decrescente 
2 


g) 70) = — x? = (4) = Е < 0, tem máximo em x = 1 
ћу f'o) = 2 = x < 0, f"(x) < О = concavidade negativa 
ДЕ ис x > 0, f"(x) < 0 = сопсамдаде negativa 


8 ! Fundamentos de Matemática Elementar 105 


MANUAL | COMPLEMENTO РАНА О PROFESSOR 


Como o sinal da concavidade náo muda em x = O, entáo x = O 
náo é ponto de inflexáo. 
f(x) 


293. a) O domínio é R. 
b) A função não é par nem ímpar porque: 
4 


fx) = —х3 + 2х3 # f(x) e —f(x). 
A função é contínua em R. 


O 
— 


d) (0) = O > (0,0) € gráfico 
1 4 
f(x) = 0 = x? + 2х3 = 0 > 2354 = Nx > 8х = —х = 
= x = 0 ou x = 3 — (0,0)e (5 o) estáo no gráfico 
3 
e) lim х) = lim 2x? = +% 
X — +0 X — +0 
z 
lim 10) = lim 2x3 = +00 
X —o0 0 00 
ЕТЕ 8Yx _ 1+8Х 
Re 3 3x2 
х= E = fX) = О > fdecrescente 
х = E = f(x20 > fcrescente 


(02 , 8 _-2+8x 
xx ee 93x 


Variação de sinal de f"(x): 


g) f(x) = 
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x<0 ou x >£ = f"(x) > О > concavidade positiva 


О <х <= = f"(x) < 0 = concavidade negativa 
1 


pontos de inflexão: x = О e х= 7 


м2 


h) х= _1 = 18 -06 "(-2) >0 = E é ponto de mínimo 


f(x) 


294. a) O domínio é R. 
b) A funcáo пао é par пет impar porque: 
T 
f(-x) = 1 — (x + 2? = f(x) e —f(x). 

C) A funcáo é contínua em R. 

d ко) = 1 — 42 = (0,1 — Y2) € gráfico 
бх) = 054 2 = -15х-2= -15х=15 
= (1,0) Є gráfico 

1 
e) lim f(x) = lim (x — 2)3 = +% 
Х — +0 х— +0 
1 
lim f(x) = lim (x — 2)3 = —o 
X —® Х— --00 
0 f) = === 
Зїїх-2) 
Vx € R, f'(x) > 0 = f é crescente em R 
2 


g) f"(x) 96-20 
х<2 > f"(x) > 0 = concavidade positiva 
x>2 > f"(x) < 0 = concavidade пева ма 
x = 2 é ponto de inflexao. 
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295. f(x) =xV1 — x 


a) Domínio: 1 — x= 0 > x < 1. 
b) К—х) = —xN1 + x; a função não é par пет ímpar 
с) Мао E pontos de descontinuidade em x x 1. 
d) x= 0 > f(0) = 0 
х= 0 
fx) = 0 = х\1- х= 0 > 
х= 1 
As interseções com os eixos são os pontos (0, 0) e (1, 0). 
e) lim f(x) = lim x= = 
X —0 Х == PO 
Сото x = 1, não há lim. 
х— +0 
2 = Зх 
f to = == 
241—х 
уу = -2 
f'(x =0 > x= 3 
Entáo, x = £ = f'(x) => О = f crescente 
2 i 
х = 3 f(x) = О = fdecrescente 
3x— 4 
g) fx) = —= 
AN (1 = x)Š 
2 йы 2 
|| = === < 0 > ftem máximo em x = = 
3 2\3 3 
г 12-3) 


h) Рој = 0 > x= 5 


Нехао no domínio de f. 


> 1,0 que significa que nào há ponto де in- 
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f(x) 


296. a) O domínio é R — {3}. 
b) A função пао é par nem é ímpar porque: 
x+1 


f(-x) = m AT z f(x) e —f(x). 
C) A funcao nào é contínua em x — 3. 
d) x = 0 > f(0) = -уә Q 5, € gráfico 
{х) = 0 = xti =0 => x=-1 => (-1,0) € gráfico 
1+2 
e) lim f(x) lim =1 
x— +0 х— +0 1 2 3 
Х 
1+2 
lim f(x) = lim 3 7 + 
X — — «о X — —00 1 A 
-4 ^ 
f f'(x) = к=з? 
Vx + 3, f'(x) < 0 = fé decrescente no domínio 
" 8 
g Род = т 35 
x<3 = f'(xX) < 0 = concavidade negativa 
x>3 = #"(х) > О = concavidade positiva 
x = 3 пао é ponto de inflexão, pois não está no domínio de f. 
h) lim f(x) = — e lim f(x) = +00 
х= 37 х= 3" 


f(x) 
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297. 


f(x) = 


9x 
x2 + 9 
Domínio é R. 
aa 200... 9Х X Ls 
f(-x) = (ХР-9 2+9 {(х) = f é ímpar 
Мао há pontos де descontinuidade. 


x= 0 => f(0) = 0 
fx) =0 = x= 0 
Entáo (0, 0) é o único ponto de intersecáo com os eixos. 


lim f(x) = lim 2 = lim — = lim 4-0 
X — +0 X — +0 X — +0 e + 5) X — +0 
lim х) = Im =0 
X— —oo х— —o X 
9(—x? + 9) 
f(x) = 5 
09 = 2 + ој 


(х) = 0 = -xX +9 = 0 > х= —3oux = +3 
x<-30ux=3 > f(x) < О = f decrescente 
—3 <x=<3 > Р(х) ® О = f crescente 


9(2x3 — 54 
f(x) = =; + 385 
f'(-3) = — лэн > 0 => -3 é ponto de mínimo 
f"(3) = da al < 0 = 3 é ponto de máximo 


(х) = О > 2х3 – 54х = 0 = x= 0oux = +3ү3 
x< -3V3 ou 0<х <343 > f"(x) < О = concavidade negativa 
-3V3 <x<0 ou x> 3V3 = f"(x) > О = concavidade positiva 


Como o sinal da concavidade muda em x = —3v3, х= 0е 
х = 3V3 , estes зао três pontos de inflexão. 
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о Ли код: — Noções de Cálculo Integral 


299. X, = 15 
X2 = 25 
хз = 35 
X4 = 45 
200 200 
A-T 1045. 10 + 45.104 5.10 


= 1,1,1,1 
A = 2000 (5 кесар ыан 2) 

_ 248 2 
A=2000 + 575 — А = 314,9 


5 
301. а) Ї (5х + 7)dx, para X; = X _1 


Como a Типсао 5x + 7 6 contínua em [1, 5], sabemos pelo teo- 
rema 1 que a integral existe. Dividindo [1, 5] em n subintervalos 


T : 4 
iguais де comprimento T’ temos: 


т аа ‚2 - perm 
x=1x=1+7]_%=1+2 q 8-4 = 1 + (i 1 <, 
ха РЕ 

n 
Sendo Xi = Xi — 4, Vem: 


1) = 5% +7 = 51+ 0-10) т 5+ 20 – 1) +7 = 


= 12 4 201 . 20 
n n 
ТОД x = (12 + ra = „== 


_ _48 80, 80 
f(X)Aix = aome ma 


Logo, 
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302. 


2 


Í 


x2dx 


n 
n n n^? i-a 
n 
-48. 80,80 3, 
n ne get 
n 
Сото > i= шэн , vem 
1 
n 
X f()Ax = 48 do Sport) йы a aof? 2 5) 
=a n n 2 n n 
4 23 4 
Como АХ = Ах = Ах =... = AX тү? а norma p será igual a =; 


logo, quando р, se aproximar de zero, temos: 
1) n cresce arbitrariamente 


2) e se aproxima de zero 


p ir 


se aproxima de um 


n 


4) > f(x)A;x se aproxima arbitrariamente do número 48 + 40, 


i= 
n 
ou seja, p = 0 =. > f(X)A = 88. 
ја 
As considerações iniciais são as mesmas do item a. 


Fazendo x = 1 + i` 2, vem: 


(6) = 5% +7 = (1 + 18] + 7 = 12 + 20. 
f(x) Ax = (12 + 201) о 4,991 

n n n 
n n n 
У fXMx- E (2 32i) =n ESQ qe 
1-1 (-111 n n n^ i-1 
= as + (MOI) — ag + ao [n 2) 


Com as mesmas considerações finais, temos: 


n 
p=0> > fX)AX=88. 
2 


X? é contínua em [3, 6], logo a integral existe. E 
Dividindo [3, 6] em n subintervalos iguais de comprimento P temos: 
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x = 3; xi = 3 + 3; x» =3+2- 
А 3, 
х-1=3+(- Do X-^3-i- 
2 . 3 
Tomando X cx 3 +i vem: 


2 
10 = (8 + 13) =9+ Ei 


f \лх = (о + 281. Sp) 2-2, Si «21g 
n n n 
Епїао 
а ВД о2о 
ак = 5 (27 P3 + Zoe) = 
6 6 
n n“ i=3 п? i=3 
= 27 (0070), 27 (motta tt. 
n 2 n 
-27 + (151), 8 (een + n nri 
n 2 
3 3 
Сото Дух = АХ =... = АХ п? então p, = — logo, quando р, se 


aproxima arbitrariamente de zero, temos: 


1) п стезсе arbitrariamente 
+ 
2) n+1 


se aproxima de 1 


3) ————— se aproxima de 2 
6 
4) >, {(х)Ах se aproxima arbitrariamente do número 27 + 27 + 9 = 


6 
= 63, ou seja, и = 0 = 2 f(X)Ax = 63. 
¡E 


: x»|* 1 1 
308. а) |, xax= E, => 0= 5 
2 3 2 
2 =X _ 1a _ 1 == 21 
b |, ax = 2 1= 3х 1= 3 (8 1-3 
с) JË sen x ax = -cos xJj = (cos E — cos o] = E 1)- 
v2 
— 
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309. 


310. 


A 
o° 4 © 2 


T 
d) fa cos x dx = sen x 
0 


L 5 

4 ду — 44у =2^_ 22 (45 Bp. E 
a ax = 2] хе dx 2-1 = (1. (-19) - 
2 2 2 2 

а) [ог – ax + 5) ax = ff x2 ax — 3] x ax + |, вах = 

2 2 2 
x x? 
иг 0-3 o + BX lo = 
-i(8 0) За 0)-52-0)-3-6-10-22 


0) 15 (sen x + cos x) ах s|: sen x dx + | % cos x dx = 
72 2 


= —c0SX| т + 5епх | _ 


vla Na 


–(0 — 0) + (1 — (—1)) = 2 


T T 
2 2 _ 
0 о 


с) ЇЕ (1 + cos x) dx = | ах + [^ cos x ax = x + sen x 
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25. mo. 18 
- (5 о) + (sen 2 seno) 271 


d) | xs — 3x ax = Jo 66 х) ах = | хе ax - [ox ак = 


ха xmas 1 1 1 1 5 
-ТЇ 21 779-0-20-0-7-27-14 
е) fx E |o i] 26 
X == QX == X X X X = 
1 ХХ 1 
3 3 3 1 1 
- icr + 2x? | = 242 – 12) + 2(42 – 12) - 
2 6 ia Евр 20, 
= (8 1) + 202-1) = 42-5 
312. а) {х) = 4 – х2, [a,b] = [-2, 2] 
2 х? 
Fog = fla х2) dx = 4x — E 
P. a x2) dx = F(2) — F( 2-28 (43-2 
b) fx) = х + 7; [a,b] = [0, 3] 
Fo = [бе + 7) ax = L+ 7x 
* (X2 + т) dx = F(3) КО) = 30 – 0 = 30 
lo 
с) f(x) = 3 + sen x; la, v] = 0,5 
Род = [(3 + sen x) dx = 3x — cos x 
[2 (3 + sen ак = (3) ко) = 27 (-4-4841 
d) fo) = Vx + 1; [a,b] = [0,4] 
3 
Fo) = f(x + 1) = 252 + х 
Na dx = F(4) ко) = = о= = 
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e) f(x) [а, 0] = [0,1] 


шоо d 
1+x2 


F(x) = | БЭЭ dx = arc tg x 


ЇЕ f(x) ах = F(1) – КО) = 


317. а) у=хеу = х2 
xX = хә х2 - х= О х(х- 1) = Оех = Ооих = 1 


р) у= х2 - 1еу= 1 – х2 
х2 - 1=1- х2 > 22 = 25 2 = 1 — x= +1 


Fog = fia х2 – (e 1)] ах = fí 22 + 2)dk- ZÉ + 2 


у 
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с) y2x?ey = 2x + 8 
хХ2-2Х5-8-эх2-2Х-8-0-х--20:хХ-4 


x3 
Род = Јох + 8 – 2) ах = x? + 8x — 


E (2x + 8 — x?) dx = F(4) – К—2) = 


=== = 36 


_ 80 [| 28| 108 
3 


3 


y=2x+8 


d у=хгву= үх > х2 = Ме xt = хе Lx- 1) = 0 > 
—x-00ux-^1 


3 
F(x) = J х x2)dx = 252 = 


3 
[Ух x2) dx = F(1) – КО) = 5 o= - 


e) y = sen x e y = X? — mx 
Analisando а funcáo y = x2 — mx, temos: 
x? — mx = 0 => x= 0 ex = т (raízes) 


x=- А 
“oa 2 [m mc 
_ ДА m 2 “eloa 
Уу Л “Да 4 
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3 2 
= — х2 es LX | TX 
F(x) Jsen x — X? + ax) dx бакс s 
т T? 3 
Fi (вепх x2 + mx) dx = Кит) — но) = (1+ £)- (-1=2+— 


2 x 2 
318. а) Fog = pec 2) 4: = (88 + 21) || = 352-2 
Е 


2 2 
ШР. i DÊ Бина 
dx 2 x 
x 3 3 1 
b) ft at = St s=- 252 ЧЕ = ха = үк 
х 3 3 1 
с) fit at = $e ¡=P ЧЕ = ха үк 
= 16 16 
320. а) 2115 вк т) Заке Гиза te SED 
b) Do bo [ез-зах= [еби dx = eu + c = ез + c 
0) x | [5-сов5х@х= [сови-и' dx= sen u + с = senec 
5-1 К 
Зх + 7 = и VA = и? _ 2 2 = 
j је ја па но Fa 7) +c = 
= 2 ах + TP + c ‚ 
е) Кач эз уйе иже EG +0 


Зх? = џ' 
= фено бес 


ХЗ = u х3. у2 _ 1 хЗ.зэу2 _ 1 u. = 
321. а) |> [е х dx = = је 3x dx = = [e u' dx = 
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b) | | cos 3x? dx = = [cos 3x? - 6x dx = ES u-u'dx= 
= зеп и + с = £ sen 3⁄ + с 
c) IIS fisc- азак E fic t9 баке À fut ic 
14 2 14 
«to LE е 
d) ao] БТ ак 2. fx- 17 Ба fu? wa 
E A AE БК TP + с 
5'3 15 15 
е) D+ TEU fece x [ex 72.3dx- 
-i[ufad-isLe.c--lomensec- 
C 
S(3x + 7) 
322. a) > feaa = + fer 3 dx= [еби ax = 
=-уе%с=-рез+с 
= 6 
b) зеп х= u Jo. [еп x? cos xax = fus ur dc E + о = 
_ (sen ХУ a 
с) 5 - us [sen 5x dx = = [sen 5x- 5 dx = = [sen u-u' dx = 
= 2 (=cos u) + с = A 
d) ЭХ 1 =} 5 feos (зх + 1) dx = 2 feos (3x + 1)-30х- 
= [сов u: u' dx = $ (sen u) + c = SAID c 
е) 22 > fe — 2x)4 dx = = fe — 2x)4(—2) dx = 
= fut uas 2.0 yos BM 
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120 


328. 


a) fx- sen x dx 


Fazendo v(x) = x e u'(x) = sen x, então v'(x) = 1 e u(x) = —cos x. 
Portanto: 
|“ sen x dx = u(x x [i4 —cos X) dx = —x cos x + sen x + C 


b) Je, + 7) cos x dx 
Fazendo v(x) = 3x + 7 e u'(x) = cos x, então v'(x) = 3 e u(x) = sen x. 
[vu dx = uv fuv dx = |(8х + 7) cos x dx = 


= (3x + 7) sen x — | веп x- З dx = (3x + 7) sen x – 3 [sen x dx = 
= (3x + 7) sen x + 3 cos x + c 

с) јсх- 1) - ex dx 
Fazendo vx) = 2x — 1 e u'(x) = ех, então v'(x) = 2 e u(x) = ех. 
Јох — 1)e* ax = (2x — 1)-е*— [e*- 2 dx = 2x- 1)e* — 2e*+ c = 
= (2x — Зје + c 

d) Jc + 1) · cos 5x dx 

v(x) = —3x + 1 > у(х) = —3 


sen 5x 
5 


ser 5x 


Fazendo 
и'(х) = cos 5x > u(x) = 


[зх + 1) cos Bx dx = (—3x + 1): 


= IE sen 5x dx = 


- SED, sen 5х + 2. = [зеп 5x- Бах = 


_ (–3Х + 1) n 2 
терс sen 5x + 55 (7 cos 5x) + c = 
_(—3x + 1) senex 2008 9X , MT 3x + 1) sen 5x — З cos 5x | 
5 25 25 
e) |= 1) ёгт = ax 
v(x) = 2x — Зе у(х) = 2 
1 


Fazendo | и'(х) = ei > u(x) = Je: 7 3х dx = - e 


1 1 
= 1--3Х = има ди SK эр нэ LU aL S == 
Јох З)е dx 326 (2x — 3) fl Ее дх 


_ _(2х-3) 1 — Зх 2 1 – Зх = 
= 3 e +3 је dx = 
= LD o eto om 
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= —x+3 2 1- Зх эн 
-| 3 Je + с 
= (-2* + $e-* +c 
324. Sendo A(1, 1) e B(2, 3) determinemos a reta que passa por esses 
pontos. 
1=a+b = 20 Е Е 
Ee 1>f(y)=2x—1 
= b 2 _ 2 ет ad. (2х—1)% 2 _ 
у т [> оо) dx = V т | (2x 12 dx=5 | 
2 [33. 43] 13m 
6 [3 1º] 3 
3 3 x? 3 
325. V= т},б®®ах= т fot ax то = 
_ т __„, 242т 
= (243 — 1) = иж 


4 2 4 = 1, 
325. v-sf dx- т |2 ах т = 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estáo organizados 
da seguinte forma: 


VOLUME conjuntos, funções 


VOLUMES sequéncias, matrizes, 
determinantes, sistemas 
rs combinatória, 
probabilidade 
complexos, polinómios, 
VOLUME 6 ~ 
equacóes 


| VOLUME 10. geometria espacial 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


en 
pe Ліна! 


Os volumes contém teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 


atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
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